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Prefacio 


El análisis funcional es una de las ramas más importan- 
tes de las Matemáticas modernas. Su surgimiento y desa- 
rrollo están vinculados con los nombres de eminentes cien- 
tíficos, tales como D. Hilbert, Е. Riesz, S. Banach, М. Fré- 
chet, A. Kolmogórov, S. Sóbolev, A. Tíjonov, S. Nikolski, 
etc. La construcción sistemática de la teoría de operadores 
en los espacios de Hilbert de dimensión infinita y, más tarde, 
en los espacios normados lineales (comienzos del siglo XX) 
puede considerarse como el surgimiento de la creación del 
análisis funcional. 

Una particularidad importante del análisis funcional 
es su forma abstracta general de considerar problemas del 
análisis, lo que permite investigar de modo uniforme cues- 
tiones quo, al parecer, no tienen nada de común. Precisa- 
mente por eso, las ideas, concepciones y» 105 métodos del 
análisis funcional se reflejan ahora en casi todas las ramas 
de las matomáticas, agrupándolas en un todo único. 

El análisis funcional desempeña un papel importante 
en la formación matemática moderna del ingeniero investi- 
gador que debe aplicar los métodos matemáticos en una rama 
concreta de la ciencia. Los problemas fundamentalos do las 
matemáticas aplicada y de cálculos se ven claramente expre- 
sados en е) idioma del análisis funcional. 

Ofrecemos el presente compendio de problemas a los estu- 
diantes de las escuelas técnicas superiores, especializados 
en matemática aplicada. La estructura de la obra у la ter- 
minología usada se orientan al manual «Análisis funcional», 
de V, Trenoguin [25]. No obstante, el compendio está com- 
puesto de modo que el lector pueda utilizar cualquier otro 
manual de análisis funcional. 

Este libro será de utilidad a ingenieros y especialistas 
en matemática aplicada, durante el estudio del curso del 
análisis funcional, y a los estudiantes universitarios, en la 
iniciación de este curso. 


El presente compendio refleja la experiencia acumulada 
por los autores en muchos años de trabajo en la enseñanza 
del análisis funcional en el Instituto Físico-técmico de Mos- 
cú, өп el Instituto 1. Gubkin de la Industria Petroquímica 
y del Gas y en el Instituto de Acero y Aleaciones. А la par 
con los problemas tradicionales, redactados sobre la base 
de la bibliografía referida en los apartados finales del libro, 
se ha incluido un gran número de problemas nuevos que res- 
ponden a las necesidades actuales de la práctica. En parti: 
cular, problemas, cuya solución presupone el empleo de com- 
роон así como los del análisis funcional aplicado y no 

ineal, 

El contenido de esla obra es heterogéneo. Cada tema 
comprende problemas de distinto grado de dificultad, des- 
tinados tanto para tareas en el aula como para el trabajo 
individual de los estudiantes. Además de los problemas de 
carácter técnico o de cálculos existen otros que permiten 
comprender mejor uno u otro concepto o resultado. Pueden 
verse grupos de problemas útiles para el estudio individual 
de algunas cuestiones teóricas, que presentan una afirmación 
nada fácil descomponiéndola en ejercicios más o menos ele- 
mentalos. Se publican las respuestas o sugerencias para la 
solución Чо la mayoría de los problemas. 

El compendio consta de ocho capítulos, cada uno de los 
cuales comprende, a su vez, varios párrafos. Estos empiezan 
con una brove introducción teórica que contiene los teoremas 
y las definiciones fundamentales necesarios para resolver los 
problemas ulteriores y también breves descripciones de los 
procedimientos matemáticos empleados. Los datos teóricos 
se intercalan, a veces, en el párrafo, precediendo a un grupo 
de problemas sobre el tema dado. 

En el capítulo 1 se han reunido los problemas referentes 
a la teoría de los espacios métricos, normados lineales, de 
Banach, de Hilbert, de Lebesgue y de Sóbolev. Un párrafo 
aparte ($ 5) se dedica a la cuestión (importante para las 
aplicaciones) de construir el elemento de la aproximación 
óptima en los espacios de Hilbert y de Banach. 

El capítulo 2 incluye materiales sobre la teoría de opera- 
dores lineales. А la par con los problemas generales vincula- 
dos con los conceptos de continuidad, acotación y norma de 
los operadores lineales, así como con el concepto de operador 
inverso, se presta mucha atención a los operadores lineales 
concretos, en particular, a las integrales y diferenciales 
ampliamente utilizados para resolver problemas aplicados. 
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Se analizan también los operadores lineales cerrados no aco- 
tados. 

En el capítulo 3 se reúnen los problemas de la teoría de 
espacios duales y operadores conjugados. 

En el capítulo 4 se consideran los conjuntos compactos, 
los operadores totalmente continuos y normalmente re- 
solubles. 

En el capítulo 5 se tratan problemas de la teoría de los 
operadores autoconjugados en los espacios de Hilbert, de la 
teoría del espectro de operadores lineales, totalmente con- 
tinuos y autoconjugados. Unos párrafos especiales se dedi- 
can a las ecuaciones integrales lineales. Se consideran las 
resoluciones de ecuaciones integrales de sogunda especie 
y también el método de regularización para las ecuaciones 
integrales de primera especie ($ 21). En este mismo capítulo 
se presta atención a los operadores no acotados, en particular, 
al operador de Sturm—Liouville ($ 22). 

El capítulo 6 comprende problemas del análisis funcional 
no lineal. Se consideran la diferenciación en el caso no 
lineal, aplicaciones contraídas, el método de tangentes de 
Nowton, el principio de Schauder y los operadores implícitos. 

Señalemos que estas y otras partes del análisis funcional 
no lineal surgieron debido a las crecientes demandas de la 
teoría de las ecuaciones diferenciales, de los métodos numé- 
ricos, de la programación y de otras partes de las matemá- 
ticas. 

El capítulo 7 puede ser de interés рага los especialistas 
en matemática aplicada por contener una colección de pro- 
blemas y ejercicios de los más importantes métodos aproxi- 
mados modernos: el método de esquemas de diferencias, el 
de los «splines», de Galiorkin y el de operadores monótonos. 

El capítulo 8, el último, está dedicado al cálculo de va- 
riaciones, tanto al clásico ($$ 30, 31) como al abstracto 
($ 32), con la particularidad de que los autores han tratado 
de hallar el enfoque único de estas cuestiones. 

Debido a que el compendio está destinado, principal- 
mente, a los estudiantes de las escuelas técnicas superiores, 
los autores consideraron inconveniente incluir ejercicios 
de la teoría de los espacios topológicos y topológicos linea- 
les, como también de la teoría de la medida. A raíz del volu- 
men reducido, el compendio tampoco comprende algunas 
partes aplicadas importantes del análisis funcional, en par- 
ticular, las referentes a su aplicación a la teoría de las ecua- 
ciones diferenciales en derivadas parciales (el método general 
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de Fourier, las funciones generalizadas, los semigrupos y los 
esquemas aproximados) y a la teoría de la gestión óptima. 

Los autores expresan su muy profundo reconocimiento 
а A. Kiríloy, profesor titular de la cátedra do la teoría de 
funciones y análisis funcional de la Universidad Lomonósov 
de Moscú, al Prof. A. Prilepko y al personal de la cátedra 
de matemática superior, que él encabeza en el Instituto de 
Física e Ingeniería de Moscú, por el gran número de valiosos 
consejos, que fueron tomados en consideración al preparar 
esta obra. 

Los autores también agradecen sincoramente a A. Shtern, 
quien corrigió con todo detalle el texto del manuscrito e 
hizo muchas observaciones de importancia, así сото a/ 
L. Korelshtéin por haber ayudado a redactar las respuestas 
y sugerencias. 


V. Trenoguin 
Pisarievski 
T. Sóboleva 


Capítulo 1 


Espacios normados 


$ 1. Espacios normados lineales 


Un espacio lineal X sobre el conjunto de los números 
reales R (de los números complejos C) se denomina espacio 
normado si para todo = Є X se pono en correspondencia un 
número no negativo || = || llamado norma de x, tal que se 
cumplan los tres axiomas siguientes: 

1) x= 1] = 0 si, y sólo si, = = O; 

2) Пл || = 14 ll] z || para cualquier 2 € X y para cual- 
quier número real (complejo) A; 

55) Ite + у 21 и || рага cualesquiera z, y € 


El conjunto S, (20) = {= Є X: | = — zo || < r} se Пата 
bola abierta con centro en el punto х, € X y radio r > 0. El 
conjunto S, (z) = {z € X: I| z — ж, |< г} so Пата bola 
cerrada de centro en el punto х, € X y radio r > 0. El con- 
junto 0, (£o) = {z € X: liz — zo | =r} so llama esfera 
con centro еп el punto =, € X y radio r > 0. 

Un conjunto А с X se denomina acotado si es posible 
encerrarlo en una bola (abierta o cerrada). El número 
diam А = sup ||2: — y || зе llama diámetro del conjunto Ас X. 


DS 
El número p (z, A) = int || z — y || so Пата distancia de un 
EA 


punto z Є X a un conjunto А < X. El número р (А, В) = 

= inf |2 — y || se Пата distancia entre los conjuntos 
36A, vEB 

4, BCX. 

Un conjunto W œ X se denomina abierto si para cual- 
quier zo € M existe un r >Q tal, que 5, (20) с М. Un 
punto a € X se llama punto de acumulación del conjunto 
М < X si en cualquier bola S, (a) existe un punto z € M 
(ж 5 a). El conjunto de todos los puntos de acumulación 
del conjunto M se designa por М”. El conjunto AT U Af’ se 
denomina clausura (adherencia) del conjunto ЛУ y se denota 


м 


mediante 17. Un conjunto ЛГ с X se Пата cerrado, cuando 
М = М. 

Una sucesión zn Є X (x EN) se llama convergente hacia 
el elemento 2, € X y se escribe т, — zo, Si || Zn — xo > 0 
para п -+ со. 

Un conjunto / с: X se denomina variedad lineal si de 
т, y EL зе deduce que z + y € L у àx Є L para cualquier 
número A. Si la varicdad lineal es un conjunto cerrado en X, 
entonces se la llaman subespacio. La suma algebraica de los 
conjuntos А у B del espacio X es el conjunto A + В de todas 
las sumas posibles de tipo a + b, dondo a € A, b € B. Sea 

xy € X un elemento arbitrario, L E X una variedad lincal. 
H conjunto 2, + L se denomina variedad afín. Sean L y М 
subespacios del espacio X tales que todo elemento х Є Х 
se representa univocamente en la forma z = u + v, donde 
u € L, v € M. En este caso se dice e X es la suma directa 
de L y M у se escribe X = LO М 

So Hama segmento, que une los „Н z, y EX, al con- 
junto de puntos de tipo ах + By, donde a >0, В >O, 
a + В = 1. Un conjunto A E X se llama convexo si el seg- 
mento, que une cualesquiera dos puntos de A, está situado 
completamente en А. 

Un conjunto А с X se llama siempre denso en X, si 
А = X. Un espacio X se llama separable, si en él existe 
un conjunto numerable siempre denso. Un conjunto А с X 
se Пата nunca denso en X, si toda bola 5 = X contiene 
otra hola 5; que no posee puntos pertenecientes а А. 

Un espacio X se llama estrictamente normado si en él 
la igualdad |х + y || = lx 11 +] y ||, siendo z 5 0, y 40 
se cumple solamente para y = Ax, donde А > 0. 

Una aplicación F: X — У deun espacio normado lineal X 
en un espacio normado lineal Y se llama continua en el punto 
Xo EX, si para cualquier e >0 existe una ё = ô (е) >> 0 
tal, que para todo = Є Ss (£o) f (2) E Se (f (20). Una aplica- 
ción Е: X — Y se llama continua, si es continua en cada 
punto zp € X. Una aplicación F: X — Y se Пата uniforme- 
mente continua, si para cualquier e > O existe ó = ô (e) > 0 
tal, que para todo xy € X dex Є Ss (xp) se deduce que f (х) € 
ES» (f (2o)). 

1.1. Demostrar que en la definición de espacio normado 
lineal se puede cambiar el axioma 1) рог el axioma: de 
П = || == 0 se deduce que z = 0. 

1.2. Sean Zn, Z, у y EX (п EN). Demostrar que: 
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a) si 2, > т. entonces т„ es una sucesión acotada; 

b) si Zn —> т, An A, Àn ЄС, entonces ht, — Ат; 

с) si ха —x, entonces [xn | || z Il; 

d) si en >z y || ха — Ya 11—- 0, entonces yn — z; 

e) si Za — zx, entonces ||х„ — y Il — ilz — y ll; 

f) si ш, —> z, уһ —y, entonces [| х — yn | > I£ — 
y ll 
1.3. Demostrar que una bola abierta S, (zp) es un con- 
junto abierto, una bola cerrada $, (zp) es un conjunto cerra- 
do, y la clausura (adherencia) S, (т) coincide con 3, (т). 

4.4. Demostrar que diam S, (т) = 27. 

1.5. Sea 5, ¿AS Sn (0) < X. Demostrar que г< R 
y lla —bl1< Ri — 

1.6. КА ын RS para cualesquiera elementos x, y € X 
se шше la desigualdad || x [|< máx {= + y ll, |х— 
= у 1). 

1.7. Demostrar que la suma algebraica y Ја unión de dos 
conjuntos acotados son conjuntos acotados. 

1.8. Demostrar que un conjunto А < X es acotado si, 
y sólo si, diam A < оо. 

1.9, Demostrar que un conjunto А с X es acotado si, 
y sólo si, para cualquier sucesión х, € A y cualquier suce- 
sión Àn € С, que tiende a cero, la sucesión A,x, tiende a cero. 

1.10. Sea А с X un conjunto acotado. Demostrar que А 
es un conjunto acotado y diam A = diam 4 

1.11. Demostrar que para un conjunto arbitrario A = X 
el conjunto А’ cerrado. 

1.12, Demostrar que para un conjunto arbitrario А с Х 
tiene lugar la inclusión (А') < A”. ¿Es posible la inclusión 
estricta en este caso? Е 

1.13. ¿Se deduce de А, Вс X, AB que А с В? 

1,14. Sea А с X un conjunto cerrado. Demostrar que 
e e A) = 0 si, y sólo si, z € A. 

1.15. Sean A, В с X conjuntos arbitrarios. Demostrar 
que, ols B) = р (4, B) = p (4, В) = p (4, B). 

1.16. Sea z € X un punto arbitrario, A Œ X un conjunto 
arbitrario. Demostrar que p (z, A) = p (z, A). 

1.17. Sean A, В с X conjuntos cerrados. ¿Es posible que 
PA, В =0 si ANB= Ø? 

1.18. Sea А < X un conjunto arbitrario. Denominaremos 
frontera de un conjunto A al conjunto дА de puntos z € X 
tales, que toda bola abierta de centro en т contiene, por lo 


13 


menos, un punto de A y, por lo menos, un punto del com- 
plemento de A. Demostrar que дА es un conjunto cerrado 
y la frontera de A coincide con la frontera del complemento 
de А. 

1.19, Demostrar que si, por lo menos, uno de los,conjun- 
tos А, В с X es abierto, А + В es un conjunto abierto, 

1.20. Sean Ау, А,  X conjuntos cerrados y 4, ПА, = 
= (A. Construir los conjuntos abiertos B,, В, с X tales, 
que A, С В,, А, с В, у В, ПЛ, = Ø. 

1.21. Demostrar que en todo espacio normado lineal 
existen dos conjuntos abiertos no intersecantes que no pue- 
den ser incluidos en los cerrados no intersecantes. 

1.22, Comprobar que en los casos siguientes se cumplen 
los axiomas de norma, es decir, la norma está definida co- 
rrectamente. ¿Qué significa la convergencia de la sucesión 
en cada espacio mencionado a continuación? 

a) El espacio E” de Jas columnas x= (2) (vn € 

т 


ER (zr € C)) con la norma |12 11== 1 Ў) | ху, BA, 
уш! 


b) El espacio с" de las columnas == (xa) (2) € 
ER (2,0) con la norma [а= máx |z |. 
En 


с) El espacio [" de las columnas xus (хһ) (71 E 


ER (7, EC)) con la norma [l=li= Ў | 2,1. 
4) El espacio L3 {p> 1) de las columnas х = (х), (206 
ER (2, ЄС) con la norma 
m 
AS 


e) El espacio } de las sucesiones х = (21, 2, ...) 
(en ER (zn € С) que satisfacen la condición Y) | z} |< оо, 
= 


соп 1а погша 


[х= Y 1x1. 
к 
1) El espacio l, de las sucesiones z = (к, ш...) 
(хк E R (х € С)) que satisfacen la condición 2 lar Ё < оо 
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con la norma 
а 005 1 PA. 
g) El espacio lp (p>1) de las sucesiones = = (т, 
Zar ~.) (2 ЄЕК (zr E C)) que satisfacen la condición 


Y) | д P < оо con la norma 
fas 


== 2 Ea PI”. 
h) El espacio m de las sucesiones acotadas z = (ху, 
г...) (Xa ER (zx ЄС) con la norma 
а 1 вор [аъ |. 
i) El espacio со de las sucesiones z = (ду, Za, »..) 
(za E R (х, € C)) que tienden a cero соп la norma 
Па =máx Exa |. 
3) El espacio с de las sucesiones convergentes ж = (лу, 
La ++.) (2, ER (Zn € C)) con la norma 
Па = вар | zx |- 
1.23. Comprobar que en los casos siguientes 33 cumplen 
los axiomas de norma, es decir, la norma está dofinida co- 
rrectamente. ¿Qué significa la convergencia do la sucesión 


en cada espacio mencionado a continuación? 


a) El espacio С [а, b] de las funciones continuas sobre 
[a, b] con la norma 


2 [1== máx |z(0) fo 
tel Er {01 


b) El espacio C*[a, b] de las funciones diferenciables 
continuamente k veces sobre [а, bl con la norma 


^ 
Па = 23 máx |20 (0 |. 
Á=0 tela, d) 
c) El espacio M [a, b] de las funciones acotadas sobre 
la, b] соп la norma 


Па == sup |х(){. 
1Ela, 5] 
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d) El espacio K de las funciones finitas continuas sobre 
la recta real (las que son iguales a cero fuera de un intervalo 
propio de cada función) con la norma 


Па = máx | £ (0 1. 


e) El espacio Èp la, b] de las funciones continuas sobre 
fa, bl con la norma 


è 
ven оа], роо. 


f) El espacio У (а, b] de Jas funciones de variación aco- 
tada sobre la, b] con la norma 


папе Y 200. 


Una función = (t) dada en la, 0] se llama función de va- 
riación acotada si existe una constante c tal, que para toda 
partición del segmento la, bl: a = ty < t... <tn =b 

п 
se cumple la desigualdad Д la (ta) —2 (th) 1< 0. La 
variación total de una función de variación acotada sobre 
la, b] es un запао 
Veloso Y a 1206) — (ta-o) lo 


donde la cota superior se toma рог todas las posibles parti- ` 
ciones finitas del segmento la, bl. 


1.24. Representar la bola unitaria cerrada $, (0) en los 
espacios reales £?, è, P, E. 


1.25, ¿Puedo ponerse (| z || =[ 5 | zn [PJ en el conjunto 


de columnas = = (хк) а (єв) Sl р<1, m>2? 
1.26. Demostrar las desigualdades siguientes para las 
normas: 


a) о. |1 illam S lEz Ilem SBm 11 2 ll omo 
b) Ym ll E lli Em Ln 112 ll on; 
©) Em İl T gmh E |< Vo Il T ll omo 


Indicar iog valores óptimos de las constantes positivas 
Am» Bm» Yms Öms Em» Ут contenidas en estas desigualdades. 
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1.27. Sea аһ DO (Е = 1, 2, ..., т). Demostrar que 
en el espacio de las columnas z = (2,9, (za € R) puede 
introducirso la norma de los modos siguientes: 


a) Па = máx (6 | za I); 
СЕРЕ 


е) Па = 2) 0% [хк 12. 
A 


1.28. Demostrar que en el espacio de las columnas х = 


= (Zn)i=1 (£a € В) puedo introducirse la norma de los modos 
siguientes: 


а а 
а) а= (Y Y la PIA 


һ 
D = 

) Mel máx 12 zl 

1.29. Sea A = || ау I (7 = 1, 2, ..., т) una matriz 


definida positiva simétrica. Demostrar que en el espacio de 


las columnas = == (хь); (2, € R) puede introducirse la 
norma 


izi= (2, aaa O, 


1.30. Indicar un ejemplo do la sucesión аА” = (4, 


«+ +) (Xn Є R) que pertenezca a cada uno del par con- 
siderado de espacios y que: 


a) converja өп т, pero no converja en l; 

b) converja en т, pero по converja en la 

с) converja en ly, pero no converja en һ; 

d) converja en co, pero no converja en і; 

e) converja en сь, pero по convorja en lp 

1.31. Demostrar que para cualquier p > 1 todo olemento 
del espacio ! es un elemento del espacio cy, pero el elemento 

= (1, 1/In2, 1/3, ..., i/in n, ...) Eco no pertenece 

а 1, para ningún р 21. 

1.32. Demostrar que considerando 1, como un conjunto 
оп el espacio m su adheroncia оз Cp. 

1.33. ¿Converge en el espacio С 10, 1] la sucesión: 

а) zn (i) = — 08; 

b) yn (t) = —"? 


20813 47 


1.34. ¿Converge la sucesión 


pu pa 
Бы ыгыс] 


en el espacio: 

a) С{0, 1; b) С! [0, 11? 

1.35. Sean, zn (t), 2 (0), y (t) ЄС" la, bl, zn (0) > z (t) 
рага n— co. Demostrar que =, (t) y (t) > х (0) y (t) para 
n=> оо. 

1.36. Demostrar que toda sucesión convergente en el 
espacio С la, b] será convergento también en el espacio 
E, la, b). Construir un ejemplo de una sucesión que con- 
уне YA el espacio La la, bl y no converge en el espacio 
С (а, bl. 

1.37. En el espacio lineal do las funciones dos veces 
continuamento diferenciables sobro la, 0), ¿puedo admi- 
tirse quo la norma del сіотопќо z (£) sea: 

a) |æ (a) 1+ 1х' (а) 142" Поа, ы 

b) 112” llora, 93 +E Кы 

в) |а (а) 1- | z (b) 1+0 z" llora, 915 

a) |æ (а) 1412" llera, + Llega, a 

1.38. En el espacio lineal de las funciones continuamente 
diforenciables sobre la, bl, ¿puede admitirse que la norma 
del elemento x (t) sea: 


a) A AR 
b) máx [27 (t) l; 
tEla, b) 
0) 1200) —2 (a) |+ máx |z' (t) |; 
(Еа, b) 
d) [2 (a) |+ máx [27 (t) 1; 
Efa, 5] 


b 
°) J12 Тач máx 15" (91? 


1.39. ¿Será: a) abierto; b) cerrado el conjunto de todos 
los polinomios en el espacio C la, bl? 

1.40. ¿Será cerrado en el espacio С [а, b] el conjunto do 
polinomios de grado:, 

a)<k; b) =k? 
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1.41. Demostrar que en el espacio С la, b] un conjunto 
de funciones z (£), tales que para cualquier t € la, bl se 
cumplo la desigualdad |х(Ф) |< 1, es abierto. 

1.42. Sea М < R un conjunto dado. Hacemos Ам = 
= {z (0 €C la, 5: x= () € М para cualquier t € la, bl}. 
¿Será el conjunto Ам: 

a) abierto si M es abierto; 

b) cerrado si M es cerrado? 

1.43. Una función т = f (t) está definida y es continua 
en todo el eje real. Demostrar que el conjunto (t E В: f (t) < 
< 1) es abierto en R. 

1.44. Demostrar que el conjunto de las funciones con- 
panas Apeales a trozos es siempre denso en el espacio 
Cla, bl. 

1,45. Demostrar que el conjunto de los polinomios es 
siempre denso en el espacio С" la, b]. 

1,46. ¿Cumpliendo qué condiciones la sucesión a, Є К 
(an > 0), será un conjunto acotado: 

а) el paralelepípedo {z Є l}, х = (2;, Za, ...): |х, |< 
< an); 


b) el өјірзоіде (Ely, х= (21, Za, ...): 3 alar << 1)? 


1.47. Demostrar que el paralelepípedo {= €l, = = 
= (Zu Zn +++): [xa |< 1} es un conjunto abierto. 

.48, ¿Cumpliendo qué condiciones la sucesión a, Є R 
(аһ > 0) será un conjunto abierto el paralelepípedo {= € ly, 
T= (шщ, Ly «die |En < an)? 

1.49. Demostrar que el paralelepípedo {z €l, z= 
= (д, 2, +. .): | Zn |< an} es un conjunto cerrado. 

1.50. Demostrar que un espacio normado lineal X es 
estrictamente normado si, y sólo si, la esfera o, (0) no con- 
tiene ni un solo segmento, es decir, de z, y € оу (0) (= + y) 
se Nea que az + (1 — а) y € o, (0) para cualquier 
a Є (0, 1). 

1.51. (Cuáles espacios entro los siguientes son estricta- 
mente normados: 

а) c%; b) l; су; d) m; e) C (0, 1); 0) Li 10, 41? 

1.52. Soan, A, B с X conjuntos convexos. ¿Cuáles de 
los siguientes conjuntos А UY B, A П В, А + В son también 
convexos? 

1.53. Sean, А с X un conjunto convexo y A un número. 
Demostrar que el conjunto А4 = {z € X: х = №, y € A) 
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es convexo. ¿Será espacio lineal el conjunto de todos los 
subconjuntos convexos de un espacio X? 
1.54. ¿Será conjunto convexo la adherencia de un con- 
junto convexo en un espacio normado lineal? 
1.55, Demostrar que las bolas S, (zp) y $, (zo) son con- 
juntos convexos. ¿Será conjunto convexo la esfera 0, (zo)? 
1.56, Demostrar que el axioma triangular que se contiene 
en la definición de norma es equivalente a la exigencia de 
que la bola 3, (0) sea convexa. 
1.57. Demostrar que toda variedad afín en un espacio 
normado lineal es un conjunto convexo. 
1.58. ¿Será convexo en el espacio С [0, 1] el conjunto de: 
a) los polinomios de grado =k; 
b) los polinomios de grado Sk; 
с) las funciones continuas que satisfacen la condición 
1 
{та таи 


0 
d) las funciones continuas que satisfacen la condición 


1 
| 120) аи; 
? 


е) Јаз funciones continuamente diferenciables que satis- 
facen la condición 
& Q 2 (t) 1? 
сих |200) 1+ дах | (1) 1< 
1.59, Demostrar que en el espacio l, 
а) el paralelepípedo {= € l}, х = (т, х„...):|х„|< 
< 2}; 


b) el elipsoide {z € la, T= (д, Ze, ...): 2 nx, < 1} son 
2 


conjuntos convexos. 
1.60. Demostrar que toda variedad lineal en un espacio 
normado lineal de dimensión finita es un subespacio. 
1.61, Demostrar que toda variedad lineal de dimensión 
finita en un espacio normado lineal es un subespacio. 
1.62, Demostrar que una bola, en un espacio normado 
lineal, no puede contener una variedad lineal no пша. 
1.63. Sea L < X una variedad lineal, L 4 X. Demostrar 
que Z no contiene ninguna bola. 
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1.64. Demostrar que el conjunto de soluciones de la 
ecuación diferencial ordinaria no homogénea lineal de 
orden л 


Ea (O FA a my l), 


donde los coeficiontes az (t) (Е = 1, 2, .. ., п) y el segundo 
miembro y (t) son continuos sobre la, Б), forma una varie- 
dad afín de n dimensiones en el espacio С la, bl. 

1.65. Demostrar que en un espacio normado lineal, la 
adhorencia de una variedad lineal es un subespacio. 

1.66. Sean, Lı, 2, Œ X subespacios. Demostrar que si, 
por lo menos, uno de ellos es de dimensión finita, Z, + L3 
es un subespacio. 

1.67. ¿Forman un subespacio en el espacio С {--1, 1] 
los siguientes conjuntos de funciones: 

а) las funciones monótonas; 

b) las funciones pares; 

©) los polinomios; 

d) los polinomios de grado <k; 

e) las funciones continuamente diférenciables; 

f) las funciones líncales a trozos continuas; 

g) las funciones continuas de variación acotada; 

h) las funciones z (2) que satisfacen la condición = (0) = 0; 

i) las funciones = (t) que satisfacen la condición 


1 
| =(0) dt=0; 
л 
1) las funciones que satisfacen la condición de Lipschitz 
con una constante que depende de la función? 
1.68. Sea L=(2€lz, 2=(2%,, 2, - Y xa O). 
к=з 
a) Demostrar que L ез una variedad Jineal. 


b) ges L un subespacio? 
1.69. ¿Forman sucesiones x= (21, Ta, - - -) (zh ER) 


tales que E ж = 0 un subespacio en ol espacio: 
к=п 
a) h; b) m? 
1.70. Demostrar que el espacio cy es un subespacio en 
el espacio с. 


1.71. Demostrar que el espucio с es un subespacio en 
ol espacio т. 
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1.72, Sean, A, В < X conjuntos siempre densos. ¿Es 
posible que A | 8 =Ø? 

1.73, Demostrar que el complemento do un conjunto nun- 
ca denso es siempre denso. ¿Es válida la afirmación inversa? 

1.74. Demostrar que el complemento de un conjunto siem- 
pre denso abierto es nunca denso. 

1.75. Demostrar que la adherencia de un conjunto nunca 
denso es nunca densa. 

1.76. Sea L un subespacio de un espacio separable X. 
Demostrar que Г, es separable, 

1.77. Sea X un espacio donde existe un conjunto innu- 
merablo А tal, que para cierto e > 0 y cualesquiera =, у € А 
se cumplo la desigualdad || ж — у || > є. Demostrar que X 
es un espacio no separable. 

1.78. ¿Cuáles espacios de los problemas 1.22, 1.23 son 
separables? 

1.79. Еп е] espacio C [0, 1] consideremos un conjunto Z de 
funciones z (2) tales que = (1) = O. Demostrar que; 

а) L es un subespacio en С [0, 1]; 

b) existe un subespacio unidimensional М tal que 
cio, l= LOM. 

1.80. Representar el espacio C (O, 1] como una suma 
directa de dos subespacios de dimensión infinita. 

1.81. Sean, A Œ X un conjunto cerrado, z Є X, 4 4. 
ca puede oxistir у Є А tal que р (z, A) = [| = — 
-E 

1.82. Demostrar que para que una aplicación f: X + Y 
sea continua en el punto т € X es necesario y suficiente que 
para toda sucesión zn € X, convergente hacia xo, la sucesión 
Í (Zn) converja hacia f (zp). 

.83. ¿Es necesario que, para una aplicación continua 
f: Xor: 

а) la imagen f (А) de un conjunto abierto А = X sea un 
conjunto abierto; 

b) la imagen f (В) de un conjunto cerrado B < X sea un 
conjunto cerrado? 

1.84. Demostrar que una aplicación continua f: R> В, 
para la cual la imagen de todo conjunto abierto es un con- 
junto abierto, una función monótona. 

1.85. Demostrar que cada una de las siguientes condicio- 
пез es necesaria y suficiente para que una aplicación f: X -> 
> Y sea continua: 

а) para todo conjunto A < X tiene lugar la inclusión 
ГА) TIA); 
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b) la preimagen de todo conjunto abierto B с У ез un 
conjunto abierto en X. 

1.86. Sean, f: X > Y una aplicación continua del es- 
pacio X sobre todo el espacio Y, y A un conjunto siempre 
denso on X. Demostrar que f (4) es un conjunto siempre den- 
so en Y. 

1.87. Sea un conjunto А = X dado. Demostrar que f (2) = 
= p (т, А) es una aplicación continua de X en R. 

1.88. Demostrar que para cualquior conjunto А сс X у 
cualquier е 2> 0 el conjunto {х Є X: p(z, А) Le) os 
abierto, y el co junto {= € X: р (z, A) < e} es cerrado. 

1.89. Sean А,, А, < X conjuntos cerrados, con tal que 
A; NA, = Ø. Tomemos para = Є X 

а p(z, А) 
P) = Ер An 

a) Demostrar que p: X — R es una aplicación continua, 
con tal que 0 < ф (2) < 1; y (2) = 0 si, y sólo si, æ € Ay; 
Ф (z) = 1 si, y sólo зі, z € Az. 

b) Tomando В, = q” (10, 1/2), В, = ~ ((1/2, 1)), de~ 
mostrar que B,, В, son conjuntos abiertos, con tal que 
Дус Ву, Аз 7 В,. Por tanto, tenemos nueva demostración 
de la afirmación del problema 1.20. 

с) ¿Es la aplicación ф uniformemente continua en X? 

1.90. Demostrar que la aplicación f: С! la, b] => С la, bl, 
f(x) = dzldt оз continua. 

1.91. ¿Es continua la aplicación ў: L— C la, b], f (z) = 
= deldt, donde L es una variedad lineal de funciones con- 
tinuamente diforenciables en el espacio С (а, 01? 

1.92. ¿Será continua la aplicación f (z) = = (1) si se 
considera actuante: 

a) de С{0, 1] en R; 

b) de £,[0, 11 en R (véaso el problema 1.23)? 

4.93. ¿Será continua la aplicación f (2) = 2° (t), si 
se considera actuante: 

a) de C [0, 1] en C[O, 4); 

b) de £,10, 1] en Ê, t0, 1); 

с) de C'[O, 11 en Ё, ([O, 1)? 

¿Será uniformemente continua esta aplicación? 
94, Sean, ў: X — Y, р: X > Y aplicaciones continuas, 


Derne ttar que el conjunto {2 € X: f (z) = g (x)) es cerrado 
en X, 
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1.95. Sean, A, В с X conjuntos arbitrarios, con tal 
que py (4, В) = 0. ¿Es posible que ру (f (4), f (B)) == 0 
si f: ХУ 

a) una aplicación continua; 

b) una aplicación uniformemente continua? 


ao 


$ 2. Espacios de Banach 


Sea X un espacio normado lineal. Una sucesión х, € X 
se denomina fundamental si para cualquier e > 0 existo un 
N == М (e) tal, que para cualquier л > № y todos los p 
naturales se cumple la desigualdad || x,4+p— tn |< £. 
Un espacio X se denomina completo si toda sucesión funda- 
montal convergo en él. Un espacio normado lineal completo 
se denomina de Banach. 

Dos normas |і х |, у || 1. en un espacio lineal X so 
Патап equivalentes si existen dos números a >0, В >0 
tales, que para cualquier ж € X se cumple la desigualdad 
а lz 1 < Па <Ê р Ih. 

os espacios normados lineales X e Y so Патап ¿somorjos 
si sobre todo el X está definida una aplicación J: X > Y 
lineal, que realiza el isomorfismo de X e Y como espacios 
lineales y es tal, que existen dos constantes a >0, р >0 
tales, que pora cualquier = € X se cumple la desigualdad 
all ИЛ) | = В [рх i Si 11J (2) [| = [12 |], los es- 
pacios X e Y se llaman isométricos. 

Un espacio normado lineal X se denomina encajado en 
un espacio normado lineal Y si sobre todo el X está definida 
una aplicación J: X > Y que es lineal y biunívoca en el 
campo de valores y existe una constante ß > 0 tal que para 
cualquier z Є X secumple la desigualdad [| J (т) || В Iiz ||- 


Un ospacio de Banach X se denomina completación de 
un espacio normado lineal X si X es una variedad lineal 


siempre densa en el espacio X. 

TEOREMA 241. Todo espacio normado lineal X tiene la 
completación y ésta es única con exactitud hasta una aplicación 
isométrica que transforma a X en sí mismo. 

TEOREMA 2.2. Sea dada, en un espacio de Banach X, 


una sucesión de bolas Š, (Zn) encajadas una en otra 
ra, (ка) © Sr, (En), con tal que rn —> O para n— оо. 


Entonces en X existe, y además es único, un punto que pertenece 
a todas las bolas, 
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2.1. Demostrar que toda sucesión fundamental en un 
espacio normado lineal es acotada. 

2.2. Sean =, ЄХ una sucesión fundamental y zn, una 
sucesión contenida convergente. Demostrar que toda la su- 
cesión x, es convergente. 


2.3. Sean х=, Є X y la serie Y) | Zn4, — Zn || convergen- 
i 


> 
te. Demostrar que zx, es sucesión fundamental. ¿Es válida 
la afirmación inversa? 

2.4. Sean Zn, уһ ЄХ sucesiones fundamentales. 
Demostrar que la sucesión An = || =, — yn || con- 
verge. 

2.5. En un lespacio lineal de polinomios considerados 
sobre la, b] tomemos 


b 
Ка к, 1501, їгһь=[ }1=@ ва]. 


a) Verificar los axiomas de norma. 

b) ¿Será de Banach uno de los espacios obtenidos? 

e) Describir Ja completación dol espacio considerado 
según cada una de las normas. 


2.6. En el espacio linoal Й! la, b] do funciones reales 
continuamente diferenciables sobre la, b] hacemos 


b 


121=(fi +01). 


a 


a) Verificar los axiomas de norma. 

b) ¿Será de Banach ol espacio normado obtenido? 

2.7. ¿Qué espacios en los problemas 1.22 y 1.23 son de 
Banach? 

2.8. Sobre un espacio lineal X son dadas dos normas 
equivalentes. En una de ellas, X os espacio de Banach. 
Demostrar que Ж es espacio de Banach también en otra 
norma. 

2.9. Demostrar que dos normas introducidas sobre un 
espacio lineal son equivalentes si, y sólo si, de la convergen- 
cia de una sucesión según una de estas normas so desprende 
su convergencia según la otra. 

2,10. Demostrar que en un espacio lineal de funciones 
continuas зорго [а, bl- la norma || = Гаи PO equiva- 

„а, 


2 


lente a la norma 


r 
їп (roza), 


a 


donde v (t) es continua sobre la, b] y v (t) > а > 0 sobre 


2.11. ¿Serán equivalentes las normas |= [оа у Y 
[ESA e sobre el espacio lineal de funciones continuas 
өл la, b)? 

[ 2.12. ¿Qué normas entre las definidas on el problema 1.38 
en el espacio lineal de funciones continuamente diferen- 
ciables en [a, b] serán equivalentes a la norma del espacio 
С' (а, bl? - 

2.13. Demostrar que todo espacio normado lineal de 
dimensión finita es de Banach. 

2.14, Demostrar que un subespacio de un ospacio de Ba- 
nach es un espacio de Banach. 

2.15. Sea X un espacio normado lineal, en el cual hay 
una variedad lineal Г, que en la norma de X es un espacio 
completo. Demostrar que L es cerrado en X, o sea, es un 
subespacio. 

2.16. Sean X un conjunto arbitrario, E un ospacio nor- 
mado lineal, f: X > E una aplicación acotada, es decir, tal 
que el conjunto у (х) es acotado en E. 

a) Demostrar que el conjunto fs (X) de todas las apli- 
caciones acotadas será un espacio normado lineal si toma- 
mos 1/11 = sup 117 (011. 


Ь) Sea X un espacio normado lineal. Demostrar que las 
aplicaciones continuas acotadas Фф: X —› E forman un sub- 
espacio en el espacio fs (х). 

с) Sea E un espacio do Banach. Demostrar que fy (X) 
es un espacio de Banach. 

2.17. Sean X un espacio de Banach, L с X una variedad 
lineal. Demostrar que la completación de L según la norma 
de X coincido con la adhorencia de L. 

2.18, Sean X, Y espacios normados lineales, J: X >» У 
una aplicación que establece el isomorfismo. Demostrar que: 

a) J es una aplicación continua; 

b} la aplicación J tiene inversa que es también con- 
tinua. 

2.19. Demostrar que todo espacio normado lineal де љ 
dimensiones es isomorio al espacio E", 
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2.20. Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio 
normado lineal Y. Demostrar que Y es un espacio de Banach. 
2,21. Demostrar que una aplicación idéntica Jz 


realiza el encaje del espacio С [а, b] en el espacio Ё, la, bl. 

.22. Demostrar que una aplicación idéntica Jz = z 
realiza el encaje del espacio С" la, b] en el espacio С la, b} 
para cualquier k natural. 

2.23. Domostrar que la afirmación del teorema 2.2 de 
bolas encajadas es, en general, incorrecta si, dejando vigen- 
tes otras suposiciones del teorema en vigor, suponemos que: 

a) las bolas no son cerradas; 

b) el espacio no es completo. 

2.24, Demostrar que en un espacio de Banach una suce- 
sión de conjuntos encajados cerrados no vacíos, cuyos diá- 
metros tienden a cero, tiene un punto común que, además, 
es único. 

2.25. Soa quo en un espacio normado lineal X, toda su- 
cesión de bolas encajadas cerradas, cuyos radios tienden а 
cero, tiene una intersección no vacía. Demostrar que X es 
un espacio de Banach. 

2.26. Demostrar que en un espacio de Banach toda suce- 
sión de bolas encajadas cerradas no vacías tiene un punto 
común. 

2.27. ¿Puede tener la intersección vacía en un espacio 
de Banach una sucesión de conjuntos encajados cerrados no 
vacíos limitados? 

2.28. Son X un espacio normado lineal y L un subespacio 
de X. Consideremos que los elementos z, y € X pertenecen 
a una clase de equivalencia E зі = — y Є Г. Un conjunto de 
clases de equivalencia forma un espacio lineal llamado 
espacio cociente y denotado X/L. Demostrar que: 

а) en X/L se puede introducir una norma medianto la 
igualdad | llx/z = inf || z | 


xi 
b) si X es un espacio de Banach, X/L ез un espacio de 
Banach on la norma introducida. 
с) Х/Т, es isomorfo a R si X = C [0, 11, L = {z (t) € 
EC[O, 1: z (0) = 0}. 


$ 3. Espacios de Hilbert 


Un espacio lineal real se llama euclídeo si a todo par de 
sus elementos z, y se le ропе en correspondencia un número 
real denotado (т, y) y llamado producto escalar, con tal que 
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se cumplen los axiomas siguientes: 

1) (=, z) DO, (z, х) = 0 si, y sólo si, х = 0; 

2) (z, y) = (v, 2); 

3) (Az, у) = А (z, y) para cualquier А Є В; 

4) @ +y, 2) = (z, 2) + (у, 2). 

Un espacio lineal complejo se Пата unitario si a todo 
par de elementos suyos =, y se le pone en correspondencia 
un número complejo denotado (z, y) y llamado producto 
escalar, con tal que se cumplen los siguientes axiomas: 

1) (z, z) DO, (z, z) = 0 si, y sólo si, z = 0; 

2) (z, y) = (y, z) (la raya significa la conjugación 
compleja); 

) Àz, y) = А (=, y) para cualquier A € C; 

4) @ + y, 2) = (z, 2) + (у, а). 

De la desigualdad de Cauchy—Buniakovski | (z, y) P < 
< (z, т) (y, y) so desprende que en espacios ouclídeo y uni- 
tario se puede introducir la norma mediante la igualdad 
Mz 1 = V Œ, 2). Un espacio H con producto escalar (euclí- 
deo o unitario) se llama de Hilbert si es completo en esta 
norma. 

Se llama ángulo de dos elementos no nulos x e y de un 
espacio do Hilbert real a un ángulo Ф comprendido entro O 
ул tal que 


= LEY 
TT 

Los olomentos =, y € H se llaman ortogonales y se escri- 
ben = L y si (z, у) = 0. Un conjunto do elementos z Є Н, 
tales que (2, 2) = 0 para cualquier z € M с Н, se deno- 
ta М. 

Un sistema do elementos hy, ha, . . . Є Н se llama orto- 
gonal si (и, hj) == 0 para i j, № 52 0, y ortonormalizado 
si 


1 para i=j; 
О А еб (0 тала 1. 
El sistema de elementos =, Tp, ... ЄН se Пата 


linealmente independiente si para cualquier т natural el 

sistema дү, Ta, , Tn es linealmente independiente. 
TEOREMA 31. Sea Л, Re, ... ЄН un sistema lineal- 

mente independiente de elementos, Entonces, en H existe un 
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sistema ortogonal de elementos fí, fa, ..., tal que 
№ = амі + ам... + а, 
амЄС, аһ 50, К=1, 2, ...5 
= әј... Бәрр 
BHEC, Буу 5е0, ј=1, 2, ... 
La construcción de un sistema ortogonal según el lineal- 
mente independiente dado se llama ortogonalización. 
Se llama determinante de Gram de un sistema de elemen- 
tos 21, Zas ..., Un ЄН al determinante 
(ж, 2) (Zas ж) ...(, 2) 


{шө 2.2) = Ca ч) >» Za) Ea Tn) 


(Ens 24) (Zas ж)... (Tns Tn) 
Un sistema ortogonal Фу, Pa, ... EH se llama com- 


pleto si cualquier elemento de Æ puede ser representado como 
la llamada serie de Fourier: 


z=) суф» 


donde ca = (z, Фд)/]| Фл 2 (Е EN) son los coeficientes 
de Fourier (es decir, la serie 2) capa converge sogún la norma 


de Н y su suma es igual a т). Un sistema ortogonal completo 
se denomina base ortogonal del espacio H. 

TEOREMA 3.2. Sean M un conjunto cerrado convezo en un 
espacio de Hilbert Н y un elemento х 4 М. Entonces, existe 
un elemento único y Є М tal que р (х, М) = || z — y ll. 

TEOREMA 33. SeaL œ Н un subespacio. Entonces, Н = 
= L Ф L*,.es decir, todo elemento z de Н admite una única 
representación de la forma = = и + о, donde u Ẹ L, v Ẹ L+. 
Al mismo tiempo, р(х, L) = || — и || = ||ь ||. 

El elemento и se llama proyección del elemento z sobre 
el subespacio L. ы 

3.1. Domostrar que еп la definición del espacio euclídeo 
(unitario) se puedo sustituir el axioma 1) por el axioma: 
(z, х) >0, de (z, z) = 0 se deduce = = 0. 

3.2, Demostrar que en un espacio con el producto escalar: 


a) para cualesquiera elementos =, y, z tiene lugar la 
identidad de Apolonio: 


Па 2121120121201 2|| 2—20; 
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b) para cualesquiera elementos z, y, 2, t tiene lugar la 
desigualdad de Piolomeo: 


Па = zily — tls 
<tte—yll Па 2105 у z 1-02 2 hh 


¿cuándo se realiza en él la igualdad? 
3.3 Demostrar que en un espacio euclídeo los elementos 
z о y son ortogonalessi, y sólo si, |12 |? -+ [ly IP = Uz +y IP. 
3.4. Demostrar que en un espacio. unitario los elementos 
e y son ortogonales si, y sólo si, || àz |? + I| uy IP = 
= |] Ае + uy |? para cualesquiera А, p ЄС 
3.5. Sea X un espacio normado lineal real y para cua- 
lesquiera z, у € X se cumple la igualdad del paralelogramo: 


Пе +01? + [= —y lP = 2 1 1 + ly 11). 


Demostrar que la юа 
(o A ае —y ll) 


da en X un producto escalar coordinado con la norma en X, 
o sea, tal que (=, 2) = | z IP. 
3.6. Seca X un espacio normado lineal complejo y que 
para, cualesquiera z, y € X se cumple la igualdad de parale- 
logramo: 
П= +y iP + iec y PS 2 {4° + Uy 11). 


Demostrar que la fórmula 
= e+ yN 


а iy Па ty 112) 


da en X el producto escalar coordinado con la norma en X. 
3.7. Demostrar que en el espacio С [0, 1] no se puede 
introducir el producto escalar coordinado con la norma de 
este espacio. 
3.8. Demostrar que en el espacio } no se puedo introducir 
el producto escalar coordinado con la norma de este espacio. 


3.9. En el espacio lineal Ê, la, 5] de funciones continuas 


sobre Га, b] tomamos 
ь 


(2,0) = $ a (t) y (e) dt. 
a 
¿Es de Hilbert este espacio? 
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3.10. En el espacio lineal Ё, la, b] de funciones continua- 
mente diferenciables sobre [a, b] hacemos 


а 
(=, у) = | iz (t) y (094-2 (t) y (0) de. 


¿Es de Hilbert el espacio Ñ, la, b]? 
3.11. En el espacio lineal de sucesiones х = (21, Zp .. .) 
(xa Є R) tales que 


У 2%, 
a 
pongamos 
(2, y) = 2 Maza 


donde А, Є К, O< ân < 1. ¿Será do Hilbort el espacio 
ouclídeo obtenido? 

8,12. Sea Н un espacio do Hilbert ѕерагаЬо. Demostrar 
sue foda sistema ortonormalizado en H по es más que nume- 
rable. 

3.13. Sea дү, 23, ..., Zn Un sistema ortogonal өп un 


ЕЧ 
espacio de Hilbert H, z=% Za. Demostrar que ||æ 12 = 
1 

А 
= 2 Па. 
3.14. Sea z,, Za, .. - un sistema ortogonal en un espacio 
de Hilbert Н. Demostrar que la sorie 2) Za converge en H 
= 


si, y sólo si, converge la scrie numérica У) || х, IP. 
= 


3,15. Sea e, (n € №) un sistema ortonormalizado en un 
espacio de Hilber H, A, una sucesión de números reales 


o complejos. Demostrar que la serie У) Але, converge en H 
“ 


si, y sólo si, Ў An IP < оо. 


3.16. Sean. д, Zy -+ € Yi, Ya + - - sistemas de cle- 
mentos de Н tales que 


1 para i=j, 
O (о раа 1 


и 


(Los sistemas tı, la, ... € у, у... Se Патап biortogo- 
nales). Demostrar que cada uno de estos sistemas es lineal- 
mente independiente. 

17. Demostrar que un sistema de olementos de un 
espacio de Hilbert es linealmente independiente si, y sólo 
si, su determinante de Gram es distinto do cero. 

3.18, Demostrar que un espacio do Hilbert es estricta- 
mente normado. 

3.19. Sea que en un espacio № con un producto escalar 
рага д, х, Є Н se cumple la igualdad Re (x,, =,) = 
= lle, П = || z; |. Demostrar que хт, = x,. 

Ке еа que Tn, у, pertenecen a una bola unitaria cerrada 
Sı (0) en un espacio de Hilbert H у (£n, ya) > 1 para 
n— со. Demostrar que [| 2, — yn || 0 para n=» оо. 

3,21. Demostrar que para que un elemento z de un espa- 
cio de Hilbert Н sea ortogonal а un subespacio L œ Н es 
necesario y suficiente que para cualquier elemento y Є L 
tenga lugar la desigualdad || х || < || z — y Il. 

3.22. Demostrar que para un conjunto arbitrario M en 
un espacio do Hilbert Н el conjunto МЫ es un subes- 
pacio, 

3.23. Demostrar que para todo conjunto M on un ospacio 
de Hilbert Н tiene lugar la inclusión M с (M+)+. ¿Es 
posiblo aquí la inclusión estricta? 

3.24. Demostrar que para un conjunto M en un espacio 
de Hilbert H la igualdad M = (M*)* se cumple si, у sólo 
si, M es un subespacio de H. 

3.25. Sean M, N tales conjuntos de un espacio de Hilbert 
que М с: N. Demostrar que Мі > 

3.26. En el espacio lineal de абла х (t) continuas 


sobre [0, оо), tales que ў | z (t) Pet dt converge, hacemos 


> 
n=) 20000) еа. 
? 

a) Verificar el cumplimiento de los axiomas del pro- 
ducto escalar. 

b) Considoremos un sistema linealmente independiente 
1, 4,1%, ... . Como resultado de su ortogonalización, obte- 
nemos el sistema ortogonal de polinomios de Chébishev— 
Laguerre. Hallar sus tres primeros polinomios. 
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3.27. Еп el espacio lineal de funciones = (t) continuas en 


el intervalo (—oo, оо), tales que f J æ (t) P e~t? dt convorja, 


hacemos (z, y) = $ z (t) y (t) e- dt. 


a) Verificar el cumplimiento de los axiomas del pro- 
ducto escalar. 

b) Consideremos el sistema linealmente independiente 
1, f, t, ... . Como resultado de su ortogonalización, obte- 
nemos el sistema ortogonal de polinomios de Chébishev— 
Hermito. Hallar sus tres primeros polinomios. 

3.28. En el espacio l, consideremos el conjunto 


M=(2 Elo, 2=(2, %a, ...): Fao. 


Demostrar que M es una variedad lineal siempre densa on ly. 

3.29. En la variedad lincal М del problema 3.28 hallar 
un sistema de elementos, linealmente independiente, cuya 
ortogonalización da la base del espacio |, 


3.30. Demostrar que рага un z natural dado, el conjunto 
М = (261, £= (Z1 %a, ...): 3 z, =0 


es un subespacio del espacio 1,. Describir tal subespacio N, 
que „= MON. 

3.31, Sean M, N subespacio de un espacio de Hilbert Z 
y M L N. Demostrar que M + N es un subespacio de //. 

3.32. Sean M, N conjuntos en un espacio de Hilbert tales 
que cualquier elemento х Є Н se representa únicamente en 
la forma z = и + о, donde и Є М, v Є №. ¿Se deduce de 
aquí que М у N son subespacios del espacio Н? 

3.33. En el espacio l, poner un ejemplo de un conjunto M 
tal, que el conjunto М + M>} no coincida con todo el la. 


3.34. Sean M, N subespacios de un espacio de Hilbert H, 
tales que Н = MO N. ¿Es cierto que N = Мі? 
3.85. Poner un ejemplo de dos subespacios de dimensión 
infinita М, № del espacio 1,, tales que „ = MO N. 
3.36. En el espacio Č, [—4, 11 consideremos el сопјоп- 
to М de funciones = (t) iguales a cero para t > 0. 
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: А di 
a) Demostrar que № es un subespacio Ê, [—1, 11. 
b) Describir el subespacio M+. 
©) ¿Se cumple en el espacio É, [—1, 1) la afirmación del 
teorema 3.3? $ 
8.37. En el espacio l, consideremos la sucesión 


4 
ad, о з с KEN, 


Demostrar quo la cápsula lineal de esta sucesión es siempre 
densa en el espacio 1,. 

3.38. Sean х, (п Є №) una sucesión dada de elementos 
de un espacio de Hilbert Н; A, (п €N), una sucesión dada 
de números reales (complejos). Consideremos el conjunto 
М = (€ Н: (z, xa) = Aí). Demostrar que si М no es 
vacío, М = т, + L, donde z, € Н, L es un subospacio de Н. 

3.39. Sean д, (k = 1, 2, ..., n) una sucesión dada de 
elemontos de un espacio de Hilbert H, A, (k = 1, 2, ..., n) 
una sucesión dada de números reales. Demostrar que el con- 
junto M = {z Є H: Re (z, т) СА, k = 1, 2, ..., n) es 
cerrado y convexo on H. 

3.40. Sca M un conjunto convoxo cerrado en un espacio 
do Hilbert H. Demostrar que en M existe y es único un ele- 
mento de norma mínima. 

3.41. En el espacio lą construir un conjunto cerrado, on 
el cual no hay clemento de norma mínima. 

3.42. Sea M un conjunto convexo cerrado en un espacio 
do Hilbert real Н. Demostrar que un elemento y Є M satis- 
face a la condición р (2, М) = || z — y || si, y sólo зі, para 
cualquier z Є М se cumple la desigualdad (т — y, y — 2) > 


3.43. En un espacio de Hilbort H consideremos el con- 
junto convexo cerrado М = $, (20). Soa z € H, х@ М. De- 
mostrar que un elemento y EM tal que p(z, М) = 
= |i x — y ||, tiene la forma 

2—2 
IST 


3.44, Demostrar que en un espacio de Hilbert toda suce- 
sión de conjuntos acotados cerrados convoxos encajados no 
vacíos posee una intersección no vacía. 

3.45. En el espacio С [0, 1] construir una sucesión de 
conjuntos acotados convexos cerrados encajados no vacíos, 
que posea una intersección vacía. 
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y=z+r 


_$ å. Espacios de Lebesgue y de Sóbolev 
Un conjunto М сс la, bl tiene medida nula si para cual- 
quier e >0 existe tal sistema finito o numerable de seg- 
mentos lan, Bnl, que М с U lan, В], D (Bn — an) < =. 

n = 
Si para una sucesión £n (t), (п Є №) en todo la, b], а excep- 
ción, posiblemento, de un conjunto de medida nula, existe 
el límite igual а т (1), se dice que z, (£) converge hacia ж (t) 
en casi todos los puntos de la, b] y se denota lím 2, (0) = 

no 


= z (0). 
Sea Z, la, bl un espacio de funciones continuas sobre 
[a, bl con la norma 
ь 
Пап } 12() Lat; 


a 
la convergencia en esta norma se Пата convergencia en media. 
El espacio Z, (а, bl no es completo; su complotación se de- 
nomina espacio de Lebesgue y se denota L; la, b). Una fun- 


ción x (t) so llama integrable según Lebesgue en el segmento 
[a, Б) si oxiste una sucesión fundamental on media de fun- 


ciones continuas 2, (t), (n Є №) tal, que lim z, (0) = 


= 2 (t). Entonces, se Mama integral de Lebesgue en la, Dl 
de la función = (t) al número 


b b 
(2) | 2 (1) di lim { Zn (t) dt. 


Los elemontos del espacio Г; [а, b] son funciones =: (t) para 
las cuales 
ь 


(2) | 120 1d<oo. 


Sea ї, la, b] un espacio de funciones continuas sobre 
[а, b] con la norma 


ь 
їг=[ lz par)”, p>1. 
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El espacio Z, la, bÌ no es completo, su completación ве 
denota Lp ia, bl. Los elementos de Lpla, b] son funciones 
= (t) para las cuales 


è 
(ж) | 12) Pat < о. 


El espacio L, la, bÌ en tanto la completación del espacio 


euclídeo Z, la, b] es de Hilbert; el producto escalar en él 
posee la forma 


А 
(10—08) | (0р0 а. 


Soa Й la, bl un espacio de funciones continuamento 
diferenciables sobre la, 0] con el producto escalar 


? 
0) | 04047 р Ma. 
3 


Este espacio no es completo; su completación es un espacio 
de Hilbert llamado espacio de Sóbolev y denotado H! (а, b]. 


Los olomentos, que al completar el espacio É (a, b] so le 
unen, pueden ser identificados como funciones æ (t) del 
espacio L, la, b] quo tienen derivadas generalizadas x’ (t). 

TEOREMA 44. Æl espacio Н! la, b] está encajado en el 
espacio C la, bl. 

4.1. Demostrar que en el espacio L, la, bl по se puede 
introducir el producto escalar coordinado con la norma. 

4.2. Demostrar que si zx (t), y (t) € Lala, bl, entonces 
xæ (t) y (t) € L, la, b). 

4.3. Dar un ejemplo de una función: 

a) z (t) € L, [0, 1] tal que 2° (1) € L, (0, 1]; 

b) х (t) EL, 10, 1] tal que z (t) 4 2, (0, 4). 

4.4. Demostrar que toda sucesión 2, (t) (п € N) conver- 
gente en el espacio С [а, b] será convergente también en el 
espacio Lp la, bl (p >> 1). 

4.5. Dar un ejemplo de una sucesión de funciones zp (t) 
(п € М) continuas sobro [0, 1}, convergente en los espacios 
Lo, i y 2,10, 1], pero no convergente en el espacio 
CO, 4]. 
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4.6. Demostrar que la sucesión =, (t) = n°te™ (п EN) 
converge puntualmente hacia la función = (t) = 0 para cual- 
quier t > 0, pero no converge en el espacio L, [O, 11. 

4.7. Demostrar que un conjunto de funciones continuas 
lineales a trozos en la, 2], es siempre denso en el espacio 
Lp la, bl (p > 1). 

4.8. Demostrar quo el espacio Lp la, b} (p> 1) es separable 

4.9. Hallar el ángulo q formado por los elementos = (t) = 
= son ? е y (t) = t en el espacio L; [0, л]. 

4.10. Hallar los ángulos del triángulo formado en ol 
өй 1—1, 1] por los elementos z, (t) == 0, =, (t) = 1, 
z, (t) = t. 

Qi. Hallar la norma de la función = (t) == 12 on los 
espacios Lp 10, 1) (р > 1), a los que pertenece esta función, 

4.12. Ortogonalizar los elementos zo (t) = 1, z, (t) = t, 
ж, (t) = t°, xy (t) = 0 en los espacios: 

a) 2,1—1, 1]; b) 2, (0, 1]. 

4.13. En el espacio L, [0, 1] consideremos un conjunto 
A de funciones que se anulan sobre un cierto intervalo que 
contiene el punto t = 0,5 (y depende, en general, de 1а 
función). ¿Será A un conjunto cerrado? 

4,14. Demostrar que un conjunto de funciones del espa- 
cio Ly 10, 1) tales, que casi todos sus valores están өп el 
[-4, 1], es convexo. ¿Es cerrado este conjunto? 

4.15. En el espacio L,[—1, 1), para cualquier ¿€ К 
designemos mediante M, un conjunto de todas las funciones 
continuas = (t) para las cuales х (0) == A. Demostrar que todo 
M, os convexo y siempre denso en el espacio L,[—1, 1]. 

4.16. Demostrar que un conjunto de polinomios Р (t), 
talos que Р (1) = 0, es convexo y siempro denso en el 
espacio 2, [0, 1 

4.17. Demostrar que un conjunto de funciones escalona- 
das es convexo y siempre denso on cl espacio Ly la, bl. 

4.18. Sea lc, dl с la, bl. Demostrar que ol conjunto 
М = fx (t) Є La la, bl: æ (t) = 0 casi en todos los puntos 
do [c, dl} es en subespacio del espacio L, la, bl. Describir 
el subespacio M*. 

4.19. Demostrar que en el espacio La [0, 1) el conjunto 


M = {2 (t) € L10, 1}: \ 2000-0} 
% 


es un subespacio. Describir el subespacio М“. 
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4.20. Demostrar que la aplicación idéntica Jz = = rea- 
liza el encajo del espacio C la, b] en el espacio Lp la, 51 
para cualquier р > 1. 

4.21. Demostrar que la aplicación idéntica Jz = = roa- 
liza el encajo del espacio Lp la, b} en el espacio Z, la, 5] 
si<s<p. 

4.22. Demostrar que un conjunto de polinomios es siem- 
pre denso en el espacio №! [а, b]. 

4.23, Sean = (t) € H' la, bl, y (t) Є C! la, b}. Demostrar 
quez (t) y (t) E Н la, b). 

4.24. Жо el ángulo q formado por los elementos = (t) = 
= sen t e y (t) = £ en el espacio Н! 10, л]. 

4.25. Ortogonalizar el sistema de elementos 2, (t) = 1, 
T (t) = t, ж, (t) = Ë, ть (t) = £ en el espacio Н! [—1, 1]. 

4.26. Demostrar que el sistema de funciones 


2nk (ta) 2л (. ) 
b—a $ 


1, sen cos ‚ КЄМ, 


es ortogonal en el espacio H' la, b}. 
4.27. Demostrar que ol conjunto 


Mila, b) = {z (t) € H la, bl: = (а) = = (b) = 0) 

es un subespacio en el espacio. H! la, b). Describir el subes- А 
pacio (H! [а, bl). 

.28. Demostrar quo el conjunto 

М = {z (t) € H’ la, bl: z (a) = = (b)) 

es un subespacio en ol espacio H? [а, Б]. Describir el subes- 
pacio M+. 

4.29. Demostrar que el conjunto 


b 
M = {z (t) € H' [a, b]: | z (1) dt=0) 
es un subespacio en el espacio Ж! [а, bl. Describir el subes- 
pacio M+. 
4.30. Demostrar que para que una función z (t) del espa- 
cio Г, [0, xl pertenezca al subespacio Hi [0, л] = {z (t) € 
€ H! (0, ml: ж (0) = z (x) = O), es necesario y suficiente 
= л 

que сопуогја la serio J) #0, donde dy = 2 few sen kt dt 
h=1 0 
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{k EN). Además, 
я 


ЕР $ (209422 ууй = 2. Y (4+1)d%. 


č a 
4.34. ¿Cuáles funciones entre las z (t) = sgn (1) e y (1) = 
= | £ | pertenecen al espacio Hi [—a, л}? 
4.32. Demostrar que el encaje del espacio H* [0, л] en 
el espacio C 10, л} es estricto, es decir, existe una función 
x(t) 4 H'[0, д] continua sobre [0, л]. 


$ 5. Construcción del elemento de la aproximación 
óptima en los espacios de Hilbert y de Banach 


Sean X un espacio normado lineal, Z un subespacio de X, 
xEX. Si oxiste tal elemento ut с L, que p (z, L) = 
= || z — u* ||, u* so donomina elemento de la aproximación 
óptima de х por los olomentos do L. 

TEOREMA 51. Si L es de dimensión finita, para cual- 
quier x € X existe el elemento de la aproximación óptima de = 
por los elementos de L. 

TEOREMA 5.2. En un espacio estrictamente normado X, 
para todo х Є X puede existir no más de un elemento de la 
aproximación óptima de x por los elementos de L. 

En un espacio de Hilbert Н, la construcción de] elemento 
de la арто шесі óptima para un subespacio de dimensión 
finita L <= Н se basa еп el teorema 3.3. Sea h,, ha, ..., An 
la base de L; entonces, todo elemento u* Є L tiene la forma 


ий == 2 Malta (MER o MEC рага k=1,2,..., n) 


y, según el teorema 3.3, para allar el elemento de la apro- 
ximación óptima debemos resolver reno » М, Фә,» 
+ + +» An) el sistema de ecuaciones algebraicas 


P 
(@— 2 Ma в) =0, }=1,9,...,п. a) 

El sistema (1) siempre tieno solución única, pueslo que su 

determinante es Г (hı, Ra, . . ., В) = 0. Si hy, ho, - + ., № 


es la base ortogonal de Z el sistema (1) se descompone en 
ecuaciones separadas que tienen la forma 


ААВ, hp), 21,2 5 
por eso, habitualmente, ortogonalizan la base žy, la, .. . 


wi з а: 
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En un espacio de Banach, la construcción del algoritmo 
eficaz (incluido el numérico) de búsqueda del elemento de 
la aproximación óptima, provoca grandes dificultades. Por 
eso, en vez de resolver ol problema de la aproximación en 
el espacio de Banach lo resuelven habitualmente, en el 
espacio do Hilbert encajado en este espacio de Вапасћ, En el 
caso del espacio С la, b], en virtud del teorema 4.1. del 
encaje de Н? (а, b] en С la, b] y de la definición del encaje, 
existe tal BER, 6 > 0, que para cualquier z € H! la, bl 
se cumple la desigualdad [|= [lcto, o} < В |l = lenta, o). Sean 
L&C la, b] un subespacio con la baso do funciones conti- 
nuamente diferonciables, х € Н' la, bl, u* el elemento de la 
aproximación óptima de х por los elementos de £ hallado 
por medio del sistema (1). Entonces, || — и* loto, < 
В llz— u* а, b] y para la norma suficientemente 
pequeña |} = — u* |[пца,ьу ol elemento u* aproxima х con 
buona precisión on el espacio С la, b). 

5.1. Sean X un espacio normado lineal, L un subespacio 
do X, z ЄХ y € L. Demostrar que p (х, L) == p (£ + y, D). 

5.2, Sean X un espacio normado lineal, L un subespacio 
de X, z Є X y existe más de un elemento de la aproximación 
óptima de x por los elementos de L. Demostrar que existe 
un conjunto infinito de estos elementos. 

5.3. Soan X un espacio normado lineal roal, z, y ЄХ. 
Demostrar que para ¿ € R la función Ф (t) = |[ж — ty || llega 
a su cota inferior exacta. 

5.4. Domostrar que en el espacio с? el conjunto de los 


1 
elementos de la aproximación óptima del elemento z = 6 ) 
0 
рог }оз elementos del subespacio L -(0) ‚ ®Є в} tiene la 


forma u* = PA donde a Є 1—1, 4). 


5.5. En él espacio С 10, 1) consideremos el subespacio 
L= {z (t) €C [0, 1): = (0) =0). Sea х (0) = 1. Doscribir 
el conjunto de elementos de la aproximación óptima do = 
por los elementos de L. 

5,6. En el espacio С 10, 1] hallar la distancia: 

a) entre el elemento zp (t) = t y el subespacio de poli- 
nomios de grado nulo; 

b) entre el elemento z; (t) = 1° y el subespacio do poli- 
nomios de grado <1. 
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5.7, Sean L un subespacio de л dimensiones con base 
hi, Ra, - + hn en un espacio de Hilbert H, z € H un ele- 
monto arbitrario. Demostrar que la variable р? (z, L) puede 
ser representada como la razón, de dos determinantes de 
Gram: 

Г (=, hi, № hn) 
T (ħi, ha +». An) 


5.8. Scan L un subespacio unidimensional en un espacio 
do Hilbert H, а Є L, a 40. Demostrar que para cualquier 


EH 
б (а, ^у=- 91. 
5.9. En el espacio /,[0, 1] hallar la distancia entre el 
elemento = (t) = 1? y el subespacio 


L= {2 (t) 61210, 1: КУО З 
° 


р? (=, L)= 


5.10. En el espacio 1, hallar la distancia Pn (2, Г) entre 
el elemento = == (1, 0, 0, ... 0, ...) y el subespacio 


Ў, 2-0) 
k=l 


L=(x€ ly, E= (Zp, Tz, - 
¿A qué equivalo el lím pn (=, 2)? 
neco 


5.11. En el espacio Г, [0, 1] hallar la proyección del 
elemento = (t) =» t? sobre ol subespacio de polinomios do 
grado m Sn, si n = 0, 1, 2. 

5.12. Empleando para una función х (t) continuamente 
diferenciable sobre [0, 1] la representación 


1 t 1 
(у= | alude | ae (1) йт $ (11) 7 (т) dt, 
o o t 


demostrar que al encajar el espacio Н? [0, 1] en el espacio 
CO, 1] a la constante В se la puedo tomar igual а 2 V 3/3. 
5.13. Emplear el teorema del encaje en el problema 5.6. 
5.14. Sea №, 10, 11 un espacio do Hilbert de funciones 
sumables con el cuadrado en [0, 1], en el cual el producto 
escalar tiene la forma de 
4 
(=й = | «(д 00) ра), 
0 


а 


donde р (t) es continua sobre [0, 1] y р (t) > 0 sobre 10, 1). 
Hallar el elemento de la aproximación óptima de = por los 
elementos del subespacio L de polinomios de grado n < 3 
para la función dada z (t) € Ap 10, 1]. Formular y calcular 
en una computadora ol algoritmo de solución de este pro- 
blema, previendo: 

1) la ortogonalización de la baso Г (calcular los integrales 
según la fórmula de Simpson con paso 0,05); 

2) la salida a impresión de los coeficientes del polinomio 
и* (t) según los grados de £ y de la variablo р (=, L) = 
= Па —u* нор 

3) en el caso cuando la func ón ponderanto р (t) depende 
del parámetro a, investigar la dependencia р (z, L) do œ 
рага a Є [0, 1] quo cambia su valor con el paso 0, 1; 

4) trazar los gráficos de = (£) y del elemento do la apro- 
ximación óptima u* (t) (on las variantes con el parámetro, 
sólo para a = 0 y a = 1); 

5) verificar quo los algoritmos se han formulado соггосіа- 
mente para la varianto = (t) = t. р (t) = 1. 

Considerar las variantes: 

а) z()=VTEP, p()=1404; 

b) æ (t) = sen Злі, р (t) = 1 +8; 

с) (1) =2/ 141, p()=Y T+Far; 

d) z(t) = Һи + 0), р() = 14 0; 

e) 2(0 = 21+, p()=14tY i; 

i) 2() = УТ, р(0 = ae; 

g) z (t) = son 4л, р (O) = 1 + aet; 

h) x()=1n (148), p()=1+0Y% 

i) z(t) = cht, p (t) =1 +t; 

0 z(= —2, р() = УТ. 

5.15. En los espacios С [0, 11 у Г, 10, 11 consideremos 
el subespacio L de los polinomios de grado n < g. Para la 
función x (t) dada, continuamente diferenciable sobro [0, 1), 
hallar ol elomento de la aproximación óptima de т por los 
elementos de Lyu* (t) en la norma L, (0, 1], y de v* (t) en 
la norma H' (0, 1]. Elaborar y realizar en una computadora 
el algoritmo de resolución de este problema, previendo: 

1) el cálculo de los elementos de la matriz y los segundos 


miembros del sistema (1) según la fórmula de Simpson con 
paso 0,05; 
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2) la resolución del sistema (1) por el método de Gauss; 

3) la salida a impresión de los cooficiontes de los poli- 
nomios u* (t), v* (0) y de los valores [lx — u* [шо 
lle — v* Ileto 

4) la construcción do los gráficos z (t), u* (t), v* (0; 

5) la verificación de que el algoritmo compuesto para 
la variante z (t) = 1%, es correcto. 

Considerar las variantes 


а) a(i) =8', g) z) =t Vi; 
b) z(t) =cos xt; h) z(t) = sen 4at; 
o) z(t) =ef; i) x(t) =1n (1 +t); 


d) x(t) = sen xt; ì) z(t) = tg (t— 0,5); 

ө) z(t)=cos2at; К) z(t) = (1—21). 

5.16, Sea a=t<t<... < in-s L Ën- = б, una 
partición dol segmento [a, 5). Decimos que dos funcionos 
continuas sobre (а, b] son de una misma clase, si coincidon 
en todos los puntos de la partición. 

a) Demostrar que el conjunto de clases forma un espacio 
lineal Н„ de п dimensiones. Comparar esto con el pro- 
blema 2.28. 

b) Sean x e y representantes de distintas clases de H,. 
Demostrar que la relación 

ni 


(e, y)= 2200005) 


da en H, un producto escalar. 

с) Demostrar que para k < п, las clases engendradas por 
funciones zy (t) = Y (ў = 0, 4, ..., К — 1) son linealmente 
independientes, de modo que la cápsula lineal do estas clases 
es un subespacio La с Н„ do dimensión k +1 

d) Demostrar que para cualquier función æ (t) continua 
sobre [a, Б] oxiste un polinomio С (t) de grado no mayor de 
п — 1 y que coincide con = (t) en todos los puntos de la 
partición. 

e) Cerciorarse de que en calidad de G (t) so puede tomar 
el polinomio de interpolación de Lagrange: 

n-i 
60= Y alax 


ao 


y Seto) (1 40) ano (En ta) tad 5. (m0 
nto) (tu— t1) -> (fa — fama) а а) +++ ааа)" 
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5.17. En los datos del problema 5.16 para a = 0, b = 1, 
ї = КМ(п — 1), (k=0, 4, .... п — 1) consideremos la 
clase engendrada por la función z (t) = t°. Sean их, uf, ш} 
elementos de la aproximación óptima de esta clase que co- 
rresponden a elementos de los subespacios Lo, Lx, La en la 
norma Н; us (t), ut (t), и? (t), polinomios de grado nulo, 
Primero y segundo, respectivamente, que engendran las 
clases ut, uj, uf. Elaborar y realizar en una computadora, 
рага j = 0, 1, 2, el algoritmo de búsqueda de u3 (t) que 
prevé para п entero que cambia su valor de 5 a 15 con el 
paso 4: 

1) orlogonalizar el sistema de clases engendradas por las 
funciones =, (t) = 1, z, (t) = t, 2, (t) = 05; 

2) trazar los gráficos = (t) у uf (t) (j = 0, 1, 2) para 
п == 5, п = 10, п = 15; 

3) la salida a impresión do los coeficientes de polinomios 
шу (t) ( = 0, 1, 2) según log grados de t y las variables 
P (z, Lo), р (=, Li), р (2, La). 

Сот рага los resultados obtenidos соп los del proble- 
ma 5.11, 

5.18. En los datos dol problema 5.16, scan n>2 у = 
un representante de una clase arbitraria de Hp; u*, el ele- 
mento de la aproximación óptima de esta claso por los cle- 
montos del subospacio L, en la norma H,. 

a) Demostrar que toda función lineal perteneciente a la 
clase L, tieno la forma u* (t) = at + В, donde los coeficien- 
cos о, В se determinan por sistema de ecuaciones line- 
ales 


ЕП 


nat 
a D Ды Y z(t), 


E 
azi aù ml 

a D ABA ta= У tas (ta). 
А0 h=0 h=0 


(En la teoría do las probabilidades este sistema se llama 
normal y se deduco del método de cuadrados mínimos). 
b) Рага а = 0, b = л, ta = Кл/(п — 1) (k=0,4, ... 
.., п — 1) y la clase engendrada por la función z (t) = 
= sen t, elaborar un programa de computadora que permita 
determinar а = a, y В = В, para distintos л. Averiguar 
por medio de la misma el valor de л, con el cual el desmenu- 
zamiento ulterior de la partición no lleva a cambiar los coe- 
ficiontes cn, В, en más de 0,01. 
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c) En las condiciones del punto b) hallar líma, y 
Иш Pn- ds 


то 

5.19. En los datos del problema 5.16 рага а = 0, b = 1, 

t, = Ш(п — 1) (k=0, d, ..., п — 1) consideremos la 

clase engendrada por la función z (t) dada. Sea u% el ole- 

mento de la aproximación óptima de esta clase por los ele- 
5 


mentos del subespacio Ls en la norma Hn, uh (t) = Y) Art? 
o 


un polinomio que engendra esta clase. Elaborar y calcular 
en la computadora el algoritmo de búsqueda de uż (t) que 
руб, рага п entero, un cambio de su valor de 6 a 15 con 
paso 1: 

1) ortogonalizar el sistema de clases engendradas por las 
funciones zy (t) = 1 (0 < j < 5); 

2) trazar los gráficos х (1), u% (0) para n = 6, 9, 12, 15; 

la salida a impresión de los coeficientes del polinomio 

ил (t) según los grados do ? y de la variable p (x, L ) para 
distintos n. 

Considerar las variantes: 


a) z (t) = sen ånt; 1) z(t) = sen at; 

b) æ (t) =V TF5; 8) z(t) et; 

c) z(t) = воп (24-1); h) =()= VE 

d) z(t) =1n (141); i) a(t) =t; 

в) æ (t) = cos 4nt; i) æ(t)=tg (t—0,5). 


§ 6. Espacios métricos 


Un conjunto X se denomina espacio métrico si para todo 
par de elementos х, y € X se ha puesto en correspondencia 
un número real р (=, y) llamado métrica o distancia tal, 
que se cumplan los tres axiomas siguientes: 

1) р (z, );>0; p (z, y) = 0 si, y sólo si, z = y; 

2) р (z, у) = р (у, 2); 

3) p (z, у) <р (т, 2) + р (у, 2) («axioma del triángu- 
los). á 

'Todo espacio normado lineal es métrico. La métrica se 
introduce en él por la igualdad p (z, y) = || = — y |. De 
modo análogo a los $$ 1, 2, en el espacio métrico se introdu- 
cen los conceptos de bola abierta S, (хо) = {£ € X: р (2, 
хо) < г}, de bola cerrada, de conjuntos cerrado y abierto, 
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Sucosiones convergente y fundamental, espacio métrico 
completo. En el espacio métrico se pueden plantear y resol- 
ver la mayor parte de los problemas do los $$ 1, 2. Los pro- 
blemas dados a continuación ilustran peculiaridades do los 
espacios mótricos en comparación con los normados lineales. 
6.1. Sea X un conjunto arbitrario. Demostrar que 


0 para 2=y, 
рага sy 
define la métrica en X. Demostrar que todo subconjunto de X 
es, simultáneamente, un conjunto cerrado y abierto. 
6.2. Soa р (т, y) una métrica en un conjunto X. Demos- 
trar que las funciones 


об туу, pala, y) = а ple Y, 


0з (2, y) =min(1, p(z, y) 


son también métricas. ¿Qué so puede afirmar sobre la com- 
Pletitud de los espacios obtenidos, si en la métrica р(х, y) 
el conjunto X era un espacio métrico completo? 

6.3. ¿Cuáles condiciones debe satisfacer una función 
continua u = f (v) definida sobre R para que en la recta 
real se pueda dar una métrica por medio de Ja igualdad 
р (=, y) = | f (2) — f (v) i? ө 

“4. ¿Cuáles condiciones debe satisfacer una función 
continua и = ў (v) para que en la métrica р (х, у) = 
= | f (2) — f (y) | Ја recta real sea un espacio métrico com- 
pleto? 

6.5. ¿Será un espacio métrico completo la recta real 
con la métrica: 

а) р (z, y) = | arctg z — arctg y |; 

b) р (z, у) = [е — е |; 

с) В (z, y) = | — у pp 

Si по, descríbase su completación según la métrica co- 
rrespondiente. 

6.6. En el conjunto s de todas las posibles sucesiones 
T= (т, ш...) (za ER, (za ЄС) pongamos 


< Lap 05 1 
pl, у= 5 зг: 


p(z, »={ 


a) Demostrar que р (z, y) ез una métrica. 
b) Demostrar que s es un espacio métrico completo. 
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с) ¿So puede introducir una norma en el espacio $ de 
tal modo que se cumpla la desigualdad р (=, y) = || z — 
— y ie 

d) Dar un ejemplo de una sucesión 20) = (AP, 229, ...) 
(д") € В) que converge en el espacio s, pertenece al espaci 
l,, pero que no converge en el espacio la. 

6.7. Demostrar que en todo espacio métrico la adherencia 
do una bola abierta S, (т) está en la bola cerrada 3, (ду), 
es decir, S, (To) = 5, (zo). ¿Es posible la inclusión estricta 
en este caso? Comparar con el problema 1.3. 

6.8. Demostrar que en todo espacio métrico X para cual- 
quier х ЄХ y cualquier r > 0 se cumplo la desigualdad 
0 < diam 5, (z) < 2r. Dar un ojemplo del espacio métrico X 
y de un elemento т Є X tal, que diam $, (z) == 0,5. Com- 
parar con ol problema 1.4. 

6.9. ¿Es posible que en el ospacio métrico una bola de 
radio mayor so oncuentre estrictamente dentro do una bola 
de radio menor? ¿Con qué valores del radio a es posible la 
inclusión estricta Sa (2) с S, (y)? Comparar con ol pro- 
blema 1.5. 

6.10. En ol conjunto N do números naturales tomemos 


p(n, m-f 


O para т=п, 


th рага т 5 п. 


a) Demostrar que р (л, т) es una métrica. 

b) Demostrar que N con la métrica p (л, m) os un espacio 
métrico completo. 

с) Construir en М con la métrica р (п, т) una sucesión 
de bolas encajadas cerradas no vacías, cuyos radios no tien- 
den a cero y la cual no tiene un punto que pertenezca, simul- 
táncamonte, a todas las bolas. Comparar con el proble- 
ma 2.26, 

6.11. En un conjunto X de todas las posibles sucesiones 
de números reales para los elementos 2: = (у, ng ... 
ЖУЛ, e de Y My, Mas ..., тр, ...), denotemos 
mediante k, (z, y) el Índico mínimo para ol cual лу 5 mp. 
Demostrar que: 


O para z=y, 
a) p(z, y)= 1 
Ey Раа ty 


es una métrica en Х; 
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b) el axioma del triángulo se cumple en X en una forma 
reforzada: 


p (2, 2) < máx {р (т, у), р (у, 2) 


с) si р(х, у) з= (у, 2, entonces, p(z, 2) = 
= máx {p (z, у), p (Y 2)); 

а) toda bola abierta S, (z) es, al mismo tiempo, un 
conjunto cerrado y S, (у) = S, (x) para todo y E 5, (2); 

e) toda bola cerrada S, (т) es, al mismo tiempo, un con- 
junto abiorto y S, (y) = S; (2) para cualquier y € $, (2); 

f) si, en X, dos bolas tienen un punto común, una de 
ellas comprende a la otra; 

g) la distancia entre dos bolas abiertas distintas de ra- 
dio г, contenidas en una bola cerrada de radio г, es igual a r; 

h) para que una sucesión =, Є X sea fundamental es ne- 
cesario y suficiento que р (Zn, Zn+1) >0 para n— оо; 

i) el espacio X ез completo; 

1) el espacio X es separable. 


Capítulo 2 


Operadores lineales 


$ 7. Continuidad, acotación y norma 
de un operador lineal 


Soan X, Y, espacios normados lineales; F: X > Y, una 
aplicación u operador dofinido on un entorno del punto 
xo € X. So llama continuo en el punto xy si Е (х) > F (х0) 
рага £= Zo. 

Soa F un operador con campo de definición D (F) E X у 
campo de valores R (1) = Y. Se Пата acotado si transforma 
cualquier conjunto acotado de D (2) en un conjunto acotado 
en el espacio Y. 

Sean X, Y oporadores normados lineales, ambos reales 
o ambos complejos. Un operador A: X — Y con campo do 
definición D (А) < X so llama lineal si D (А) es una varie- 
dad lineal en X у para cualquier z, y € D (А), así como рага 
cualesquiera Az, As Є R (№, Ag, € С) se cumple la igualdad 
А (дал + hata) == MÁ, + ЭА. 

Un conjunto N (A) = {z €D (A): A (z) =з 0) зо deno- 
mina conjunto de ceros o núcleo dol operador A. 

TEOREMA 74. Un operador lineal A: X — Y, dado sobre 
todo el X y continuo en el punto O € X es continuo en cual- 
quier punto xy EX. 

Un oporador lineal A: X > Y con D (А) = X se llama 
continuo si es continuo en el punto 0 € Х. Un operador lincal 
А: X — Y con D (А) = X so llama acotado si existe с € R, 
c > 0 tal que para cualquier = Є S, (0) es válida la desigual- 
dad | Az || Loco 

TEOREMA 7.2. Un operador lineal A: X>- Y con D (А) = 
= X es acotado si, y sólo si, para cualquier = € X se cumple la 
desigualdad || Ах || Lo || ll. 

TEOREMA 73. Un operador lineal A: X>Y conD (А) = 
= X es continuo si, y sólo si, es acotado. 

Un númoro HA | = sup |I| Az || se denomina nor- 


E zex, en 
ma del operador lineal acotado A: X > Y con D (А) = X. 
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7.1. Sean X, Y, espacios lineales; A: Ж > У un орега- 
dor lineal, y un sistema de elementos zı, Za, ..., Tn Є 
€ D (А) lincalmente dependiente. Demostrar que el sistema 
Ату, Ala ..., Ал, cs lincalmente dependiente. 

7.2. Sean X, Y, espacios lineales; A: X — Y un opera- 
dor lineal, y un sistema а, т„..., Zn € D (A) linoal- 
mente independiente. ¿Es cierto que el sistema de elementos 
Аху, AZs, ..., AZn €s linealmente independiente? 

7.3. Sean X, Y, espacios lineales; A: X —> Y, un opera- 
dor lineal. Demostrar que сі operador A transforma un 
conjunto convexo de D (A) en un conjunto convexo en el 
espacio Y 

7.4. Sean X, Y, espacios lincales; А: X —> Y, un opera- 
dor lineal; B с А (A), un conjunto convexo; M = {= € 
ED (4): Ах € В}. ¿Será convexo el conjunto М? 

7.5. Sean dadas dos normas equivalentes sobre un es- 
pacio lineal X, A: X > X es un operador lineal. Demostrar 
que en ambas normas, A será simultáneamente acotado o no 
acotado. 

7.6. Demostrar que un operador que realiza: а) el iso- 
morfismo de espacios normados lineales X о У; b) el опсајо 
de un espacio normado lineal X en otro normado lineal Y, 
es acotado. 

7.7. Demostrar que el operador a que aplica un espacio 
normado lineal X en el espacio cociente X/Z (véase el pro- 
blema 2.28) y pono la clase de equivalencia en corresponden- 
cia a un elemento = € X comprendido en esta última, es 
lineal acotado. 

7.8. Sean X, Y, espacios normados lineales; А: X > У, 
un operador lineal 'acotado con D (4) = X. Demostrar que 


- (ҮН 
A E 


7.9. Demostrar que un operador lineal A: X — Y соп 
D (А) = X es acotado si, у sólo si, oxiste CER c > 0, 
tal que para cualquier = € 5; (0) < X se cumplo la desigual- 
dad |j Az | Lc. Si so cumplo esta condición, 
Al= _ su Az ll. 
ПАП 51р, 11421 
7.10. Demostrar que рага un operador lineal acotado 
A: X = У соп D (А) = X es válida la igualdad || A || = 
nf с, donde с es un número tal que |! Ax || < сї Il 
para cualquier = € X. 
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7.11. Sea H un espacio de Hilbert, A: Н —— Н un opera- 
dor lineal acotado сов Р (А) = H. Domostrar que 


Е: ПЕГИ 
ПА Po, po үүт. 


7.12. Demostrar quo los siguientes operadores son linea- 
les acotados y hallar sus normas (para los puntos i), k), 
1) estimar las normas): 

4 


a) A: C[0, 1)>C10, 1), Ax(1)= fama 


? 
b) A: С{—1, 11>C10, 1), Az (t) = z (0); 
в) A: C 10, 11>C10, 11, Az (t) = £z (0); 
d) A: CIO, 11-> C [0, 1), Az (t) = z (t°); 
о) A: Cl la, 0-5 С [a, bl, Az (t) = = (0); 
0 4: бча, b)>Cla, b], Az()=2; 

1 


g) A: 1,0, 11 L210, 4), зине f sas 


h) Ay: L¿[0, 1] > L210, 1], Az (t) = 
={ a(t), tA, ÀE (0, 1), 
(0, 2А, ECO, 1); 


1 
i) A: 510, 1]->/2[0, 1], Az()= f 2 (1) du; 
9 
i) A: HO, 11—> 2, 10, 11, Az (t) = z (0); 
k) A: А 10, 1) Н 10, 4), Az (t) = tz (0); 
) А: H 10, 11—110, 11, Az (t) = tz (t). 
7.13. ¿Será acotado el operador А: С 10, 11->C 10, 1), 
Az (t) = daldt, cuyo campo de definición L es una variedad 
lincal de funciones continuamente diferenciables sobre LO, 1]. 


7.14. ¿Será acotado el operador A: Н! [0, 11—- L, [0, 11, 
Az (t) = д/а? 


7.15. ¿Para cuáles funciones Ф (t) será acotado el ope- 
rador Ax (t) = q (t) = (t) si se considera сото actuante: 
a) de C[0, 1] en С[0, 11; b) de Ё, 10, 1] en 7, 10, 11? 
7.16. Demostrar que es acotado el operador А: С" [а, blo 
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— C la, bl, А 
Ав (4) = D 90% (0), 
а 


donde las funciones q; (t) para i = 0, 1, . . ., Е воп conti- 
nuas sobre la, b}. 

7,17. Sean е„ (п € М) una base ortonormalizada de un 
espacio de Hilbert Н, А, € R (л € М). Demostrar que si la 
sucesión A, es acotada, las igualdades Ае, = Anën (п EN) 
definen un operador lineal acotado А: H>H con Р (4) = 
= Ну |А || = sup | ^n 


a 

7.18. Sean X, Y, espacios lineales; A: X —> У, un ope- 
rador lineal continuo соп D (A) = X. xiste siempre 
26 Х, 2%0 tal que [Ах || = ПА (1-11 z 112 

7.19, Sean X, Y, espacios normados lineales y, además, 
X es de dimensión finita. Demostrar que todo operador li- 
neal A: X >Y con D (А) = X es acotado y existe z E X, 
20 tal quo || Az || = [А 1-12 11. 

7.20. Sean X, У, espacios normandos lineales, A: X > У 
un operador lineal 

B Demostrar que R (A) es una variedad lineal en Y. 

¿Es siempre R (4) un subespacio en Y? 
Т бал Y. espacios marmados lineales; 4: X > Y 
un Култ lineal tal que la variedad R (4) < Y es de di- 
mensión finita. ¿Se desprende de aquí que А es un oporador 
acotado? 

7.22. Demostrar que el núcleo N (А) de un operador li- 
neal acotado A: X —> Y es un subespacio del espacio X. 

7.23. Sean X, Y, espacios normados lineales, A: X > Y 
un operador lineal tal, que N (4) es un subespacio en X. 
¿Se dosprende de aquí que A es un operador acotado? 

7.24. Sea A: X > Y, un operador lineal соп D (А) = X, 
con la particularidad de que R (А) es de dimensión finita y 
N (А) es cerrado en X. Demostrar que А es un operador aco- 
tado. 

7.25. Sean X un espacio normado lineal, A: X —- X un 
operador lineal acotado con D (А) = X. ¿Es cierto que 
X = R (A) ® N (4? 

7.26. Sean X un espacio de Banach, А: X > X un ope- 
rador lineal isométrico con D (A) = X. Demostrar que 
R (A) es un subespacio en X. 

7.27. Sean X un espacio de Banach; A: Х —> X, un ope- 
rador lineal acotado con D (А) = X tal, que existe с E R; 
un c>0 tal, que para cualquier z € X зе cumple la desi- 
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gualdad |f Az || >> с liz ||. Demostrar que А (А) es un 
subespacio en X. 

7.28. Considoremos el operador A: С la, Ь1—›> C la, bl, 
Az (t) = ф (t) z (t), donde q (t) Є C la, bl. ¿Bajo qué condi- 
ciones para la función Ф == O el conjunto R (А) es un subes- 
pacio de С la, bl? 

7.29. Sean X, Y, espacios de Banach; 4:9X > Y un 
operador lineal acotado con D (А) = X. ¿Dan siempre la 
norma en X las igualdados: 

а) || = Il Az Il; 

b) Iliz lla = 12 || + H Az 1р ¿Será X un espacio de Ba- 
nach en osta norma? 

7.80. En el espacio 1, consideremos el operador A que 
transforma el elemento z = (т, z,, . . .) € la en el olomen- 
to Az = (мал, Asta, ...) dondo An ER (n EN). 

a) Domostrar que para cualesquiera A, ol operador А 
оз lineal. 

b) ¿Bajo qué condiciones para la sucesión A/D (A) coin- 
cide con todo el espacio 1,? 

с) ¿Bajo qué condiciones para la sucesión А, el oporador 
A será acotado y, en este caso, cuál será su norma? 

Si А оз un operador acotado, ¿existo siempre x € lo, 
250 tal que || Az || = I A 1112 12 

о) ¿Bajo qué condiciones para la sucesión A, ol conjunto 
В (А) ез un subespacio de 1,? 

7.31, Sean а > 0 fijado, Ca un espacio de Banach de fun- 
ciones = (t), continuas sobre [0, 4-00), que cumplen la con- 
dición sup et | x= (2) |< оо, con la norma 


‚+ 
Па [1 = sup e*t]x(t) |. 
TO, +00) 
Domostrar que: 
а) la función z(t)=te-YEC, para y>a, о;>0 y 
йй =ев-° (757); 


ү=9 


b) Ја función continua x (t) pertenece al espacio Ca si, 

у sólo зі, existe tal constante M > 0 que para cualquier 

¿€ 10, -+oo) se cumple la desigualdad | = (t) | < Ме-°!; 

[ с) el operador B de la multiplicación В (t) = b (1) = (t), 

donde b (t) € Ca, В > 0, es un operador; lineal continuo que 

“ү еї espacio Ca en el espacio С. +в соп tal quo || B || = 
= в; 
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d) el operador integral 
1 


Az(= $ е-®4-9а (в) de 
a 
рага В > а > y es un operador lineal continuo que actúa 
desde ol espacio C, en el espacio С,, con tal que НА || = 
= (В — a) para y =a y para y <a 


ду [| L 077 e-o 
Ы Gar] 


$ 8. Espacio de operadores lincales acotados 


Sean X, Y, espacios normados lineales, ambos reales o 
ambos complejos; A, B, operadores lineales acotados defini- 
dos sobre todo el espacio X y con valores pertenecientes a Y. 
Al suponer, según Ja definición, 

(4+ B)2= Ax- Bx, M(2)=%4z, | A] = бар. 42 jl, 
x, х=! 


obtenemos el espacio £ (X, Y) normado lincal de operadores 
lineales acotados. 

En el espacio £ (X, X) = £ (X) suponemos, por defini- 
ción, (AB) = = A (Зх). Por lo tanto, £ (X) pasa a ser una 
álgebra con unidad, donde ésta es ol operador idéntico Г: 
X>X, Іх = г. 

Una sucosión A, Є L (X, У) (п EN) se Пата uniforme- 
mente convergente hacia el operador A € £ (X, Y) y se deno- 
ta An А (п со) si |А, — А || 0 (2 оо). Una 
sucesión An € £ (X, Y) (n €N) se llama fuertemente con- 
vergente hacia el operador A € £ (X, Y) y se denota An —> А 
fuertemonte (л => оо), si para todo = ЄХ || 4,2 — Az || > 
> 0 (n-» оо). 

TEOREMA 84. SiY esunespacio de Banach, £ (X, Y) es 
un espacio de Вапасћ. 

TEOREMA 8.2. Sean X, Y espacios de Banach, Ay € 
EL (X, Y) (n EN) y la sucesión A, х acotada para cualquier 
ж Є X. Entonces, la sucesión || A, || es acotada. 

TEOREMA 83. Sean X,Y, espacios de Banach; A, € 
E L (X, Y) (п EN). Para que la sucesión А, con п —> оо con- 
verja fuertemente hacia el operador A Є £ (Х, Y) es necesario 
y suficiente que: 

1) la sucesión || An || sea acotada; 

2) An > A (n— оо) fuertemente en una variedad lineal 
siempre densa en el espacio X. 
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EOREMA 84. Sean X un espacio normado lineal. Y un 
р о de Banach. A : X -> Y un operador lineal y, además, 

D(4) = X siendo el operador A acotado sobre D (A). En- 
tonces existe un operador lineal acolado АЄ L (X. Y) tal 
que Ах = Ах para cualquier ED (A) y HAN ПА. 

Al mismo tiempo, el operador Á se llama prolongación 
del operador A sobre Lodo el espacio X. 

8.1. Dar un ejemplo do un espacio normado lineal X y 
de operadores A, В E £ (X) tales que AB + BA. 

8.2. Scan A, В ЄЎ (X, У) operadores no nulos y R (4) П 
ПА (В) = 0. Demostrar que А y B son linealmente inde- 
pendientes. 

8.3. Sean A, BES (X. Y) y R (Л) Sn (В), N (4) = 

= N (B). ¿So desprende de aquí que А = 

8.4. Soan X, Y, espacios normales Йола: UCSX m 
conjunto abierto; Ус Х, un conjunto cerrado, AE 
€ £ (X, Y). Las imágenes do cslos conjuntos ¿serán conjun- 
tos abierto y cerrado, respectivamente, оп Y? 

8.5. Scan L un subespacio de un espacio normado lineal 
X yM=(4EZ (X, XEN у= L}. ¿Sorá М un subes- 
Pacio on ol espacio £ (X, У)? 

8.6. Soan L un subespacio de un espacio normado lincal 
Xy M = {A € L (X, Y): N (A) > L}. ¿Será M un subos- 
рен оп £ (X, Y)? 

8.7. Sean X un espacio normado lincal, A Є £ (X) un 
operador arbitrario y Na = N (4%) (k = 0, 1, 2, ...). 

a) Domostrar que No œ үс ...с №, Мм... 

b) Soa que рага cierto número natural т por pr imera vez 
se tione тер Му. Demostrar que Nay, == Nip рага 
cualquier p natural. 

8.8. Demostrar que la aplicación ©: £ (X, Y)— R, 
O (A) = ПА |} ез continua. 

8.9. Scan X un espacio normado lineal y A € £ (X) un 
operador fijado. ¿Forman un subespacio en el espaci 
todos los posibles operadores B Є 7 (X) que 
condición: 

a) АВ = 0; b) AB = ВА? 

8.10. Demostrar que al sustituir las normas en espacios 
normados lineales X e Y por las equivalentes, la nueva nor- 
ma en el espacio 2 (X, Y) será equivalente а la vieja. 

88.11. Sean X, Y espacios de Banach, An, A € £ (X, У) 
(n EN) y A, > А (п > со) fuertemente sobre una variedad 
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lineal siempre densa en el espacio Ж. ¿Se desprende de esto 
que A, > A (n— со) fuertemente? 

8.12. Sean Н un espacio de Hilbert, An Є £ (H) (n EN) 
y sup | (An, z, y) |< со para cualesquiera х, y € H. De- 


mostrar que sup | 4, |< оо. 
8.13. Scan X, Y, espacios de Banach, y un conjunto 
MEZ(X, Y) tal, que 
sup |! Az || =p (2) < оо 
AEM 


para cualquier z€ X. Demostrar que sup] A || < оо. 
АЕМ 


"8.14. Sean X, Y, espacios de Banach; А, € Z (X, Y) 
(п Є №), y la sucesión А „х sea fundamental para cualquier 
ж Є X. Demostrar que existe un operador A € £ (X, У) tal 
quo A, — А (n-— оо) fuertomente. 

8.15. En el espacio С [—x, л] consideromos un subes- 
pacio M do funciones = (t) que verifican la condición 
z (—x) = z (n). Para х (t) € М pongamos 


а 
Yn (t) = Ang (1) = -3 + 2) an cos let + by son kt, 


һ=1 
donde 
х я 
а= f z (t) cos kt dt, = fa son kt dt; 
EA ES 


por tauto, se ha puesto en correspondencia a cada función 
zx (t) € М la suma parcial de su serie de Fourier. 
a) Demostrar que 


а 
vn (OS Ana (D= | (т) PUEDA q, 


b) Demostrar que An EZ (M) y 
= 
1 зеп ((2n-]-1) (т—{)/2| 
А, зе ТО |а. 
о) Sea Lœ: С [—a, л] un subespacio de polinomios tri- 


gonométricos. Demostrar que la sucesión A, para п —> оо con- 
verge fuertemente sobre L hacia el operador idéntico, 
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d) Supongamos que || А„ = — = 1] O para cualquier 
2 (t) € М para п —> оо. Deducir de aquí quesup || An || < со 
E 


e) Elaborar y calcular en una computadora un algoritmo 
de (LA, 1 para distintos л. ¿Confirma la suposición d) los 
resultados de los cálculos? 

8.16. Sea t, = k/n (k = 0, 4, ..., п) una partición del 
segmento 10, 11, т (t) € CIO, 1]. Pongamos 


Yn (1) = Ant (t) = 2 2 (ta) GE (0) 
donde 
(py > EA to) -o (tnaa) (tnea) (tatn) _. 
OA Ааа н) a a) 
por tanto, se ha puesto en correspondencia a cada función 
continua su polinomio de interpolación de Lagrango. 
a) Domostrar que An E £ (С 10, 4)). 
п 


b) Demostrar quo [An 11= máx У) 1617 (0 1. 
єй, 11 л=0 


c) Зва L cœ С 10, 1] una variedad lineal de polinomios. 
Demostrar que la sucesión Án рага п —» оо converge fuerto- 
mento sobre L hacia el operador idéntico. 

d) Supongamos que para cualquier х (t) € C (O, 11 || Anz 
— = ||--0 paran —> оо. Deducir de aquí quo sup || An || <oo. 

n 


0) Elaborar y calcular en una computadora un algoritmo 
de || 4, || para distintos л. ¿Confirma la suposición d) los 
rosultados de los cálculos? 

8.17. Sean X, Y, espacios normados lineales; An Є 
EL(X, Y) (п €N), y An O fuertemente (n— оо). ¿Se 
desprende de aquí que A, 0 (п —> оо) según la norma del 
espacio £ (X, Y)? 

8.18. Sean X, Y, espacios normados lineales; А, € 
EL (X, Y) (п EN), y soa que la sucesión А „= converja uni- 
formemente sobro la bola S, (0) = X. Demostrar quo existe 
un operador А Є £ (X, Y) tal, que A, — А рага n —» оо. 

8.19. En el espacio Z, para un elemento х = (1, Ta, . . +) 
€ l, pongamos las sucesiones de operadores 

Ar=(H,2,...), 


ne 


Bnz:=(0,0, ...,0, тън, Znz ---), MEN. 
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¿Cuál es el carácter de la convergencia de cada una de lás 
sucesiones? 
8.20. Consideremos el operador A: С 10, 11>CÍ0, 4}, 
i 
А20 = f ez (1) de 
г 
y la sucesión de operadores A: С 10, 11> CIO, 1) 


Ant () = \ [3 Tl] OA, nEN, 
de 


¿Converge la sucesión A, hacia А? ¿Cuál es el carácter de la 
convergencia? 

8.21. Consideremos el operador 4: С 10, 4] — C 10, 1), 

1 
А209) = | ей 
ó 
y las зисозіопеѕ de los operadores A, Bn: С(0, 11-> 
= С10, 1), 
i а 
шу 
А09) | [ 2-@-]=@, 
[А 
1-6 
Ва (з) = ij es(i) di, nen, 
ën 
donde en > 0, En — 0 para п > оо. ¿Convergen las sucesio- 
nos A, y В, hacia A? ¿Cuál es el caráctor de la convergencia? 

8.22. En el espacio С (0, 1] considoromos la sucesión de 
oporadores Ant (t) = х (И) (n EN) 

a) Demostrar que А, € £ (С (0, 1)). 

b) Demostrar que cuando п > œA „ cunvergo fuerlomen- 
to al operador idéntico. 

c) ¿Converge A, hacia 7 uniformomente? 

8.23, Sean X, Y, espacios normados lincales, х,, £ € X, 
Ln > z, An, А E £ (X, Y) (n €N), An > A cuando n > оо. 
Demostrar que Anz, > Ах para n— оо. 

8.24. Scan X, Y, espacios de Banach, A, € £ (X, Y) 
(nEN) y cuando п-› oo converge fuertemente hacia un 
operador А Є £ (X, Y). Demostrar que si za, £ € X ут, > 
— = cuando п — оо, entonces А.т, — Az cuando п > оо. 
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8.25. Scan X, Y, Z, espacios de Banach; An, A € 
EXL(X, Y), Bn, BEL (У, 2) (n €N) y cuando n> 004 
converge fuertemente hacia el operador А, Ba converge 
fuertemente hacia el operador B. Demostrar que cuando 
n=» оо, BnAn converge fuertemente hacia el operador ВА. 

8.26. Sean X, Y, Z, espacios normados lineales; An, 
АЄ&(Х,Ү), Br, BEL (Y, 2) (п ЄМ№ y cuando п + оо 
Д.А, Ва Domostrar que cuando 2 оо BA y — 
>"BA on el cla Z (X, 2 

8.27. Poner un ejemplo de un espacio normado lincal X 
y operadores A, В € £ (X) tales, que || AB || < 11 A 1112 Il- 

8.28. Sean X un espacio normado lineal, A € £ (X 
B: X > X un operador no acotado con D (B) siempre denso 
en X. ¿Puede ser el producto AB: 

a) un operador no acotado; 

b) un operador acotado? 

8.29. Soa X un ospacio do Banach, AES (X), 9()= 


-2 Ant" (An ER) una serie do polencias convergente sobre 
o 


a 
todo el Ж. Domostrar que la sucesión 5, = Ў) 244” para 
0 


n— со tieno ol límite Фф (4) € £ (X). 
.30. Demostrar que en un espacio de Banach Х para 
cualquier A € £ (X), están determinados los operadores 


(aan Un 
FT cosa 3 ЕЗД 


зеп А = Ў) 
doo 


8.31. Sea X un ospacio de Banach, A € £ (X). Domos- 
trar que [[еА (|< e145, Hallar e! siendo Z ol operador idéntico. 
8.32. Sea X un espacio de Banach, А € £ (X). Demos- 


trar que la serio PA A* converge en £ (X)si, y sólo si, para 


cierto Ж Natural © ; cumple la desigualdad || А11. 

8. aso ¿Sorá soparablo cl espacio £ (X) donde X = 
= 1,10, 1 

8.34. Sean X, Y, espacios de Banach, A € go Y) y 
sea que para cualquier y € Y se encuentre un z € X tal, que 
ПА4= — у 11 о lly i MENTO y ll, donde а, BER, 
a < 1. Demostrar que la ecuación Ах = у para todo y Є Y 
tiene una solución z € X que satisface la condición || = < 


AA 


8.35. Sean X, un espacio de Banach; Г, M, subespacios 
de X, y sea X = Г O М. El operador de proyección P sobre el 
subespacio Ł paralelamente al subespacio M se introduce 
por la igualdad Pz = и donde z = и + v, u € L, v€ M. 
Demostrar que P es un operador lineal acotado. 

8.36. Sea P: X > X un oporador lineal dado en todo el 
espacio de Banach X. Demostrar que él es un operador de 
proyección sobre un subespacio L с X paralelamente а un 
subespacio MC X si, y sólo si, Р es acotado y satisface la 
condición P? = Р. 

8.37. Demostrar que un operador lineal Р, dado en todo 
el espacio de Banach X, que lo aplica en sí mismo y satisface 
la condición Р? = P, es acotado (y, por lo tanto, es un ope- 
rador de proyección sobre un subespacio Lœ X paralela- 
mente al subespacio М  X) зі, y sólo si, las variedades li- 
neales R (Р) y А (I — Р) son cerradas on el espacio X. 

8.38. En ol espacio С [--1, 1] considoromos operadores 
4з @ =$ le (t) + z (~t), Ba 0) = 1000 — 2 (01. 

a) Demostrar que А, В son operadores lineales acotados y 
hallar sus normas. 

b) Hallar los operadores А?, B*. ¿Son А у В operadores 
de procección? 

8.39. En el espacio do Hilbert Н el operador de proyec- 
ción ortogonal sobre el subespacio L с Н рага z = и + v, 
siendo uE L y v€ L* se define рог la igualdad Pz = и. 
Demostrar que el operador P es acotado y hallar su norma. 

8,40. Sean Г, La, subespacios de un espacio de Hilbert 
H, Ру, P,, operadores de proyección ortogonal sobre / y 
La, respectivamente. Demostrar que || Р, — Р, |< 1. 

8.41. Sean, L, un subespacio de un espacio de Hilbert 
Н; Р un operador de proyección ortogonal sobre L. ¿Qué so 
Puede afirmar sobre un operador A Є £ (Н), si para 6l se 
cumplen las igualdades: 


a) АР= А; 
b) PA = 4; 
с) АР = PA? 


8.42. Sean Н un espacio de Hilbert; L с Н, una varie- 
dad lineal, y A un operador lincal acotado dado sobre L 
con valores en un espacio de Banach Y. Demostrar que se 
puede prolongar А sobra todo el Ж conservando la 
norma. 
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8.43. Sea X un espacio de Banach; L, M, subespacios de 
un espacio de Banach Y tales, que У = L Ф М. Demostrar 
que £ (X, Y) = Ж (X, L) Ф £ (X, М). 

8.44. Sean L, M, subespacios de un espacio normado li- 
neal X; X = Г, O M; Y, un espacio de Banach. ¿Es cierto 
que £ (X, Y) =£ (L, Y) © £ (M, Y} 


§ 9. Operadores inversos 


Sean X, Y, acios normados lineales; A: X — Y un 
operador lineal que aplica D (4) sobre R (A) biunívoca- 
mente. Entonces existe el operador inverso A~": Y — X que 
aplica В (A) sobre D (А) biunívocamente y también es li- 
neal. 

Un operador lineal A: X —> Y se llama continuamente in- 
vertible si R(A)=Y, A”! existo у es acotado, es decir, 
А" Eog (Y, X). 

TEOREMA 9.1. El operador A~ existe y es acotado sobre 
R (А) si, y sólo si, para una constante m >> O y cualquier 
x ED (A) se cumple la desigualdad || Az | > m || z ||. 

TEOREMA 9.2. Sean X, Y espacios de Banach, A Є £ (X, Y) 
В (А) = Y y sea A invertible. Entonces, А es continuamente 
invertible, 

TEOREMA 9.3. Sean X espacio de Banach, C € £ (X) y 
WC | < 1. Entonces, el operador I — C es continuamente in- 
vertible y es válida la estimación 


IO: 


TEOREMA 9.4. Sean X un espacio de Banach, A, BE 
E L (X), sea А continuamente invertible y que se cumpla la 
desigualdad 


ПВ AUS ATA 
Entonces, B es continuamente invertible y es válida la esti- 
mación 
4 14-1 || 
ПВ тагат" 

Sean X, Y, espacios normados lineales, y A Є £ (X, Y). 
Un operador А;! € £ (Y, X) so Пата inverso derecho de А 
si AA! = Iy, un operador A7' Є £ (Y, X) se llama inverso 
izquierdo de А, si АГ'А = І х, donde Гу e Í y son operadores 
idénticos en los espacios Y y X respectivamente. 


е 


9.1. Sean X, Y, espacios lineales; A: X — У, un opera- 
dor lineal quo tiene inverso. Demostrar que sistemas do ele- 
menlos Ly Ta --- Tn Y Ад, Ахы... Aly, donde 
жү, La - ><» En ED (A), son al unisono linealmente inde- 
pendientes o lincalmente dependientes. 

9,2. Sean X, un espacio lineal; A: X + X un operador 
lineal que satisface la relación / + МА +AA? 4... 
... + АА" = 0 para unos A, E R (k = 1, 2, ... n). De- 
mostrar que el operador A”! existe. 

9.3. Sean X, un espacio lineal; А, B: X > X, operado- 
res lineales con D (4) = D (В) = X y sea que existan los 
operadores (AB), (Ba) . ¿Se deduce de aquí que existen los 
opeadores А -1, 3-1? 

9.4. Sean X, un espacio lineal; A, В: X > X, operado- 
ros lineales con D (А) = D (В) = X y sea que oxisto el ope- 
rador (1 — AB). Demostrar que el operador (Z — BA)" 
existe. 

9.5. Sean X, un espacio lineal; A, В: X —> X, operado- 
ves lineales con D (4) = D (B) = X que satisfacen las re- 
laciones AB +A +1=0 y BA+A+I=0, Demos- 
trar que el operador A”! existe. 

9.6. Sean X, un espacio normado lineal; A, B: X -> X 
oper dores lineales con D (4) = D (B) = X tales, que AB = 

A. 


a) Sea que exista el operador А ~. Demostrar que AB = 
= BAS 
b) Sean 4, BEL (X) у В continuamente invortiblo. 
Demostrar que 
ПЕ 
пав 
9.7. Sean X, un espacio normado lineal; А, A-t € 
ES (X) y sea К = || A ИПА! || el número convencional del 
operador A. Consideremos la ecuación Az = y donde y Є X, 


y # 0. Sea 2 € X su resolución aproximada. Demostrar que 
su error relativo puede estimarse según la fórmula 


A пази 02—211 42—01 
r i S i Sn 


9.8. Sea X, un espacio normado lineal; A: X > X, un 
operador lineal, y que en X exista una sucesión =, ЄР (А) 
(n EN) tal que 112, I| = 1 y Ах, >0 рага n— оо. De- 
mostrar que el operador А no tiene inverso acotado. 


62 


9.9. En el espacio 1, consideremos un operador А que 
trasforma un elemento х = (2,, zp, . - -) en el elemento 
Az = (улу, Asta, - » -) donde An ER, (п EN), sup | An |< 
< оо. ¿Bajo qué condiciones sobre la sucesión A, existe el 
operador inverso А 1? ¿Será acotado А-1? 

9.10. En cl espacio la consideremos los operadores А, 
В, que transforman un elemento 2 = (х1, ta, .- -) € lg en 
Ах = (0, тух...) у Вт = (Za, Za, - > .) respectivamen- 
te. ¿Cuáles de los operadores Å“, B-t, AF, BP, AP, BP 
existen? 

9.11. Demostrar que el operador A: С' [0, 11 > С (0, 1), 


tiene el inverso derecho y no tiene el inverso izquierdo. 

9.12. En el espacio С! [0, 1] consideremos el subespacio 
L= fx ө ЄС' 10, 1: х (0) = O) y el operador A: L- 
= C l0, 1), 


Az (0) = dzjdt +- a (t) z (0), a(t) € C 10, 11. 


Demostrar que A es continuamente invertible. 
9.13. Consideremos el operador A: CO, 11 + С (0, 11, 
f 
Az () = | z) dr. 
? 


3) ¿Qué representa su campo de valores Л (4)? 
b) ¿Existe sobro R (A) el operador inverso 47? ¿Es 
acotado este operador? 
9.14. Consideremos el operador A: С 10, 1] ~> С (0, 4), 
t 
Ах (i) = f а (0) dix (0). 
Ó 


a) Demostrar quo N (А) = 0, de modo que para cual- 
quier y € C [0, 1] la ecuación Az = y no puede tener más que 
una resolución. 

b) Demostrar que A es continuamente invertible y hallar 
el operador А”. 

9.15. Demostrar que el operador A: С 10, 11> С (0, 1], 

1 


Az () =2 () + уе (s) ds 


63 


ез continuamente invertible y hallar el operador A-t, 
9.16. Consideremos el operador А: C [0, 1]->C 10, 1], 
de 


Az (N= HE +20 


con campo de definición D (4) que es la variedad lineal de 
funciones = (t) dos veces continuamente diferenciables en 
[O, 1] y satisfacen las condiciones z (0) = = (0) = 0. 
a) Demostrar que A es un operador lineal no acotado. 
b) Demostrar que A es continuamente invertible y hallar 
el operador A~! 
9.17. Consideremos el operador A: С (0, 1] >- C? 10, 1], 
1 
Ах (фу = $ e=1s-t1z (s) ds. 
d 
¿Existo el operador А-1? 
9.18. Sean X, un espacio normado lineal; A: X > X, un 


oporador lineal con D (4)= X tal, que la serio >) Az con- 
к= 


verge para todo = Є X. 
а) Demostrar que existo el operador (Z — A). 


b) Sea, además, A Є £ (X). Demostrar que para todo 
26Х 


U—Ayta= Y As. 


9.19. Sean X, un espacio de Banach; A Є Z (X), e 
І ÁS А || 1. Demostrar que A es continuamente inver- 
tible. 

9.20. Sean X, un espacio de Banach complejo; A € £ (X), 
AEC y [А2 | А ||. Demostrar que ol operador 4— Al 
es continuamente invertiblo. 

9.21. Sean X, Y, espacios de Banach; A € £ (X, Y), y 
sea que exista el operador A”! acotado sobre R (А). Demos- 
trar que А (А) es un subespacio en el espacio Y. 

9.22. Sean X, Y, espacios de Banach; An, А € Z (X, Y) 
(п EN), y sea que cuando n — оо, A, converja fuertemente 
hacia A. Sca también А” € (У X) y Д (А) = У. De- 
mostrar que las relaciones de la ecuación A „zp = y conver- 
gen hacia la resolución de la ecuación Az = y para todo 
y E Y si, y sólo si, 


sup || Aa'|| < оо. 
a 


9.23. Sean X, Y, espacios de Banach; An, А Є £ (X: Y) 
(n EN) y que An — А cuando л —> оо. Demostrar que para 
que el operador A sea continuamente invertible es necesario 
y suficiente que: 

a) los operadores A, sean continuamente invertibles a 
partir de un cierto número N; 

b) la sucesión Ах! para n > N sea acotada. 

9.24. Sean H, un espacio de Hilbert; A € (Н), 
В (А) = H, y quo el operador A tenga el único operador 
inverso derecho acotado A;'. Demostrar que А es continua- 
mento invertible. 

9,25. Soa X, un espacio de Banach. Demostrar que en el 
espacio £ (X) el conjunto de todos los operadores continua- 
mento invertibles es abierlo. 

$ 10. Operadores cerrados 

Soan X, Y, espacios do Banach. Su suma directa us el 


espacio de Banach Z = X + Y de pares z = (z, y) donde 
z€ X, y € Y, con operaciones az, + о, = (aza + «злу, 
ац Gala), donde 2, = (шу, Y1), Za = (a, Уз), Ол, ©з, SON 
escalares, y con la norma Й 2 || = 12 tx + ll y ly. 

El conjunto do pares (х, Ах) с Z = X + Y зо llama 
gráfico del operador lineal А соп el campo de definición 
D (А) с X y el campo de valores R (A) E Y. El operador 
lincal A: X > Y se llama cerrado зі su gráfico es un con- 
junto cerrado en el espacio 2 = X + У. O sea, А es cerra- 
do si de zn ЄР (А) (п EN), £n —> z y Azn —> y, зо dospren- 
де que х € D (А) y Az = y. 

TEOREMA 104. Si A € £ (X, Y), A es cerrado. 

TEOREMA 10.2. Si A es cerrado y el operador A”! existe, 
A”! es cerrado. 

TEOREMA 10.3. Sea A un operador lineal cerrado con 
D (А) = X. Entonces, A es acotado. 

10.1. Consideremos el operador А: С [0, 4} — C 10, 11, 

Az (t) = z (1)/t 
con campo de definición D (А) = {z (t) ЄС, 1]: 
lím 2715 (0 existe}. Demostrar que A ез un operador 
(+0 
cerrado. 
10.2. Consideremos cl operador А: C [0, 41] — C i0, 11, 
Az (t) = deldt 
con ol campo de definición D (4) que es una variedad lineal 
de funciones = (t) continuamente diferenciables en [O, 1) y 
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satisfacen las condiciones z (0) = z (4) = 0. Demostrar qué 
А es un operador cerrado. 
10.3. Consideremos el operador A: CIO, 11 > С 10, 11, 
Az (t) = Фай + 2 (1) 
con el campo de definición D (4) que es una variedad lineal 
do funciones x (t) que son dos veces continuamente diferen- 
ciables en [O, 1} y satisfacen las condiciones т (0) = z’ (0) = 
= 0. Demostrar que А es un operador cerrado no acotado. 
10.4. Domostrar que el operador de proyección P sobre 
el subespacio L de un espacio de Banach X, que actúa para- 
lelamente al subespacio M cs cerrado y, por lo tanto, acotado. 
Demostrar que en el espacio С la, b] el operador 
Ax (t) == dz/dt definido sobre una variedad lineal de fun- 
ciones continuamente diferenciables sobre [а, b] es cerrado. 
10.6. Demostrar que cn la suma directa de espacios de 
Banach se puedo introducir la norma de modos siguientos: 
Па = у + Пг = (e |Р + у 11), 
р 2 1, Itzi] = máx {|= 10, ly 10). Demostrar que todas 
estas normas son equivalentes. 
10.7. Demostrar que el gráfico de un operador lineal A: 


X —> Y es una variedad lineal on ol espacio Z = X +y. 


10.8. En el espacio Z = X + Y, ¿toda variedad lineal 
puede ser el gráfico de un operador lineal? 

10.9. Demostrar que un operador lineal acotado A: 
X — Y es cerrado si, y sólo si, D (4) es cerrado en X. 

10,10. Sea A: X > Y un operador lineal cerrado. ¿Es 
cierto que: 

а) D (А) es cerrado en X; b) R (А) es cerrado en Y? 

10.11. Demostrar que el conjunto de ceros de un орега- 
dor cerrado es un conjunto cerrado. 

10.12. Sea A: X > У un operador lineal tal, que R (A) 
es corrado en Y у oxiste un т € R (т >> 0) tal, que para 
cualquier z € D (A) se cumple la desigualdad || 4x ¡| > 
=> m {| х |. Demostrar que A es un operador cerrado. 

10.13. Scan А, В: X — Y operadores lineales y, además, 
sea A cerrado, В acotado y D (A) < D (В). Demostrar que 
A + B es un operador cerrado. : 

10.14. Sea A: X>Y un operador linea] cerrado, y, 
también, Л (А) = Y y el operador A~! existe. Demostrar 
que A EL (Y, X). 

10.15. Sea A: X —- Y, un operador lineal. Demostrar 
que A es cerrado si, y sólo si, D (А) en la norma || х ||, = 
= liz [[х + Il Ах |15, es un espacio de Banach. 
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Capítulo 3 


Espacios duales y operadores 
conjugados 


$ 11. Funcionales Jineales continuas 


Soa X un espacio normado lineal. Todo operador f: 
X -> Y siendo Y = Ко Y = С se Пата funcional, además, 
el valor do la funcional f рага el elemento z € X se donota 
(х, 1). En este capítulo se consideran sólo funcionales linca- 
les. Puesto que la funci 
oporador lineal, siguen siendo válidos para ésta los concep- 
tos de continuidad, acotación y norma, así como los teore- 
mas de los $$ 7 y 8. El espacio £ (X, Y) de funcionales li- 
noales continuas, donde Y = К ó Y = С, se llama dual a X 
y se denota mediante Х*. So Пата kiperplano a un conjunto 
(= Є Х: (z, f) = А) donde f es una funcional lineal, A € 
ER MEC). 

11.1. Sean X un espacio lineal complejo, ў una funcio- 
nal lineal definida sobre X no idénticamonte igual а cero. 
Demostrar que el campo de valores de f es todo el С. 

11.2. Sean X un espacio normado lineal y / Є X*. De- 
mostrar que: 


a їй= ¿sup LED 
3 ШЦ 1 


©) ШИ sup (2, f), si el espacio X es real. 
aex, к=н 


11.3. Demostrar que en el espacio С [—1, 1] las siguien- 
tes funcionales son lincales continuas y hallar sus normas: 


a) (z, f) lz (—1) + z (1)]; 

b) (2, 1) =21x (1) —= (0)1; 

o) (2, n= 3, оьз (tx), donde a, ER y 105 ty, tz, -.., tn € 
Є1—1, 1] son fijados; 
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d) (2, = ®+#(—9—3=@, *€l—1, 4J; 


Jean [za а; 
Н 
D о. |20420 


a n= [eod {0 а; 


ò 


h) (а, = Јова 3 Y (+) 


11.4. ¿Estarán acotadas las еа funcionales li- 
neales en el espacio CIO, 1) 


а) (= [Vian 
o 
1 


Ы e, h= j z (0) de; 


q Lena Le 


1 
0) (s, Polín f z(t) de 
2 


11.5. Demostrar que las siguientes funcionales son li- 
neales conti y hallar sus normas: 


y (у= fiar, zEC[4, 1); 
b) (р id, 2EC1—1,1); 


0) (z, f)= | (0) а=,  2EL¡[—1, 1) 


so de эы»), 


d) (z, pe Jana zEL¿(—1, 1); 


T 
o) (m h= | ri (9dt, 26110,1); 
; 


$) (х, foxa, ala Za --) Elo 


g) (ж, )= Ў È, зе (tn Za 0) El 
het 


h) (ж, Po У AA alza Za +0) Els 


ht 


9 @ рУ (1-5) alu а NE 
k=l 


Dm, D= tit tzn а= (21 da, ...) EM: 
№ (e P= È Drian e= (а, за) вон 
1) (ж, =M Zn, Z= (04, Ta, ...)Єс. 


11.6. ¿Con qué valor de p las funcionales a) y b) dol 
problema 11.4 son continuas en el espacio L, [0, 1)? 

11.7. (Será continua la funcional (z, f) = z' (0), si so 
considera: 

a) sobre el espacio Сї {—1, 1); 

b) sobre una variedad lineal de funciones continuamente 
diferenciables que es siempre densa en el espacio C [—1, 11? 

11.8. En el espacio С! (a, b} consideremos el subespacio 
L = {z (t) € Cta, bl: ж (a) = = (b) = 0). 

a) Sean и (t), v (t), w (t) € C [a, bl. Demostrar que 


А 
te, p= | u(i) (i) dt, 

è 
e D= {100 20 +0 (0) 2 (0144 


p] 
a 


son funcionales lineales continuas sobre el espacio С! [a, bl. 

b) Sea (т, f) = 0 para toda z (t) Є L. Demostrar que 
и (t) = const. 

с) Sea (=, g) = O para toda z (t) € L. Demostrar que 
ш (t) EC! (а, b] y w (t) = v (0). 

11.9. Tomando en consideración las funcionales lineales 
continuas, definidas sobre el espacio C [—1, 1] en el proble- 
ma 11.3, verificar quo sólo para algunas f € C* [—1, 1] 
existe unos (t) € C [—1, 1], z (t) = 0, tal que | (2, 7) 1 = 
= Па АЕ 
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11.10. En los espacios А, с, dar ejemplos de funcionales 
lineales continuas que Megan y que no llegan a su norma 
sobre una bola unitaria cerrada. 

11.11. Sean X un espacio normado lineal, f € X* y para 
una bola 5, (z) 


sup |02,0 1—0, No 


5,565, (20) 


Hallar |7 [| 

11.12. Sean Х un espacio normado lineal real, f una 
funcional lineal definida sobre X. Demostrar que f es con- 
tinua si, y sólo si, para cualquier с Є R los conjuntos {2 EX: 
(=, = c} y {z €X: (=, f) >c) son abiertos en е] espa- 
cio X. 

11.13. Sea f una funcional lineal definida sobre un espa- 
cio normado lineal X, además, para cualquier sucesión zn Є 
ЄХ (п EN) tal, que z, > 0 рага л > оо, el conjunto (ta, f) 
es acotado. Demostrar quo ў E X*. 

11.14. Sea f una funcional lineal no acotada y definida 
sobre un espacio normado lineal real X. Demostrar que to- 
ma todos los valores reales en cualquier entorno de сего. 

11.15. Demostrar que una funcional lineal f en un es- 
pacio normado lineal X es continua si, y sólo зі, su conjunto 
de ceros (cl núcleo) № (f) = {z € X: (=, f) = 0) es cerrado 
en X. 

11.16. Sean, X un espacio normado lineal, f € X*, 
f0. Demostrar que X = N (/) Ө М, dondo M es un 
subespacio unidimonsional. 

11.17. Demostrar que dos funcionales lineales continuas 
dofinidas sobre un mismo espacio normado lineal y con el 
conjunto de ceros (el núcleo) común, son proporcionales. 

11.18. Sea L un subespacio de X tal, que Г = X y nin- 
gún otro subespacio diferente do L y de X no contione a L. 
Demostrar que oxiste f Є X* tal, quo Z = N (f). 

11.19. Demostrar que todo hiperplano en un espacio пог- 
mado lincal es un conjunto convexo. 

11.20. Sea f una funcional lineal fijada sobre un espacio 
normado lineal X. Demostrar que si uno de los hiperplanos 
es cerrado, los demás también lo son. 

11.21. Demostrar que todo hiperplano en un espacio 
normado lineal X es cerrado en X, o siempre es denso en él. 

11.22. Sean, X un espacio normado lineal, f € X*, 
15%0. En X consideremos el hiporplano Z=(x€X: (х, =1}. 


0 


Demostrar que 
$ 
VA 
хе, 


11.23. Sean, X un espacio normado lineal, / € X*, L = 
= N (f). Demostrar que para cualquier z Є X 

=l fI 
рб, Т" 

11.24. Sean, X un espacio normado lineal, f Є Х*, L = 
= М (f), 7EX,x4 L y sea que oxiste un y € L tal, que 
р (т, L} = = — y ll. Demostrar que f alcanza su norma 
sobre una bola unitaria cerrada del espacio X. 

11.25. En el espacio С [—1, 1] consideremos el conjunto 

0 4 
La necia, 11: Í =ya= | шай}. 
и о 


a) Demostrar que L es un subospacio do C 14, 1] y ha- 
Паг f € C* 1—1, 4] tal que Z = NO 

b) Demostrar que para z (t) Є С (—-1, 1), = 4 L no existe 
un y EL, tal, que p (z, L) = а=. 

11.26. Para z = (Zis Zg, » - -) E Co pongamos 


(z, h= 3 LAA 


a) Demostrar que fes una funcional lincal continua sobro 
el espacio co. 


b) Sean, L =N (ф, 2Ecp 261. Demostrar quo no 
existe y E L tal que p (z, 1)= |= — y ll- 


§ 12. Teorema de Hahn—Banach. 
Estructura del espacio dual 


TEOREMA 12.4. En un espacio normado lineal real X sea 
dada una funcional lineal acotada f con D (fy <= X. Entonces 


existe una funcional lineal acotada 7, definida en todo el X 
un que ЇЙ MAN y (e, = р para cualquier х € 
2 окоо 1. Sea z ЄХ, z 5 0. тй existe una { Є 
EX tal, que jf || =1 y (2, p) = lx ll 
COROLARIO 2. Sean, LC X una variedad lineal, £o EX, 
ta L y d= р (хо, Г) DO. Entonces existe una f € X* tal, 


a 


Шау Р) = 0 para cualquier XEL, (жо, Ў) = 1 y ||] || = 

TEOREMA 12.2. Sea Н un espacio de Hilbert. Para cualquier 
funcional lineal acotada f, dada sobre todo el Н, existe el 
único elemento y Є H, tal que (z, f) = (x, y) para cualquier 
= Є.Н. Además, ЦУ} = ll y |. 

TEOREMA 12.3. Toda funcional lineal acotada f, dada sobre 
todo el espacio С la, bl, se puede representar en forma de una 
integral de Stieltjes 


» 
@ = | ede, 


donde g (t) es una función de variación acotada sobre la, bl. 
Además, para cierta g (t) se cumple la igualdad |} | = 


b 
= Ve. 

(La definición de la integral de Stieltjes y la demostra- 
ción del teorema 12.3 so exponen, por ejemplo, en [151.) 


12.1. Sean X un espacio de Banach, fn Є X* (n €N) 
y sea que para cualquier EX exista lím (х, fn) = 


no 
= (х, f). Demostrar que f € X*. 

12.2. Sean, X un espacio, normado lincal, fa € X* 
(п Є №). Demostrar que fa convergo en X* si, y sólo si, (ж, 
fa) converge uniformemente en la bola {z € X: |12 <1}. 

12,3. Sean, X un espacio normado lineal, z, y Є X, z 
y. Demostrar que existe una f € X* tal, que (т, Ў) = 
зе (у, f). 

12.4. Demostrar que en todo espacio normado lineal X 
para cualquier A € К y cualquier f € X* no nula, el hiper- 
plano fx € X: (=, 7) = A) es un conjunto no vacío. 

12.5. Sean X un espacio normado lincal y z € X. De- 
mostrar que 


izi= up 14, у) 1. 


в 
ЕХ», і 

12.6. Sean, X un espacio normado lineal, х, € X y sea 
para cualquier f € X*, tal que |17 |! = 1, se cumple Ја de- 
sigualdad | (zo, f) | < 1. Demostrar que || z |< 1. 

12.7. Sean, X un espacio normado lineal, / Є X*, A € 
€ £ (X). Demostrar que || A || = sup | (Ах, f) |, dondo la 
cota superior se toma respecto al conjunto {2 Є X: || = || = 
= 1, f € X*, If II = 1}. 
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12.8. Sean, X un espacio normado lineal, х, € X (n € 
EN) un sistema de elementos fijado, L su cápsula lineal; 
2 € X un elemento arbitrario. Demostrar que z € Ў si y sólo 
de] E Х*, (хь. f) = O para k EN, se deduce que (т, f) = 


12.9. Demostrar que si un espacio normado lineal X es de 
dimensión infinita, el espacio X* también lo es. 

12,10. Sean, X un espacio normado lineal, Мс X un 
conjunto arbitrario. Hagamos M+ = {f € X*: (т, f)=0 
para todo z € №}. 

a) Demostrar que M+ es un subespacio en el espacio X*. 

b) ¿Qué representa M+, si X es un espacio de Hilbert? 

с) Sea М с X un subespacio. Demostrar que М = 
= (z € X: (z, f) = 0 para cualquier ў € М). 

12.11. Sea X un espacio de Banach. Para un conjunto 
arbitrario M œ X definimos su polar 

М* = {f € Х*: | (2, [) | <2 1 para cualquior т € M}. 


Domostrar que M* es un conjunto cerrado convexo. 
12,12, Sean, X е Y espacios normados lincales y 2 = 


sa X + Y su suma directa. Demostrar que toda funcional 
lineal acotada, dada en todo el espacio Z, se representa uní- 
vocamonte de forma ((z, y), h) = (2, f) + (y, g), donde 
ТЕХ", gEY* 

12.13. Sea X un espacio de Banach. Demostrar que si el 
espacio Х* es separable, X también lo es. ¿Es válida Ја afir- 
mación inversa? 

12.14. Demostrar que en cl espacio С [—1, 1] la funcio- 
nal lineal continua (=, f) = = (0), no se puedo representar 
de forma Р 

«с. ђе | (080) dt, 
a 
donde g (t) € C [—1, 1]. Hallar una función g (0) de varia- 
ción acotada sobre {—1, 11 tal, que 
1 


(2, h= | z) det). 
4 
12.15. Para = (t) € С [—1, 1] hagamos 
1 


ta, = YEN +} tz (t) de, 


4 
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a) Demostrar quo f es una funcional lineal acotada. 

b) Hallar una función g (£) de variación acotada sobre 
1—1, 11 tal, que 

1 
æ, = | =(0de(0. 
a 

12.16, Sea zo (Фу € C (0, 1] fijado. En el espacio С [0, 1] 
consideremos el subespacio unidimensional Ё == т @} 
donde A Є R. Definamos sobre Г, una funcional lineal f me- 
diante la igualdad (z, f) = А si z = Az, 

a) Demostrar que {f || = 1. 

b) Según el teorema 12.1, f se puede prolongar sobre 
todo el espacio С [0, 1] conservando la norma. ¿Es unívoca 
esta prolongación si: 1) х, (t) = t; 2) za (t) = 1 — 21? 

12.17. En ol espacio Æ? con elementos 2=(%) ostá 


dada una funcional lineal (z, f) = ту sobro el subespacio 
L = {х Є Е: 22, — z, = 0). Domostrar que oxiste la úni- 
ca prolongación de f sobre todo el Æ? que conserva la norma 
y hallar esa prolongación. 

12,18. Sean, Н un espacio de Hilbert, L < Н un subes- 
pacio, f una funcional lincal acotada, dada sobre Г. Demos- 
trar que existe una única prolongación de f sobre todo el H, 
conservando la norma. 

12.19. Demostrar que toda funcional linoal acotada no 
nula, dada sobre todo el espacio de Hilbert H, alcanza su 
norma sobre una bola unitaria cerrada de A y sólo en un 
punto de esta bola. 

12.20. Sea f una funcional lineal acotada, dada sobre el 
subospacio cy С т. Demostrar que oxiste una única prolon- 
gación de f sobre todo el m, conservando la norma. 

12.21. Demostrar que рага р> 1 (1,)* =l, Up + 
+ 1/q = 1, оз decir, toda funcional lineal continua сп el 
espacio l, para р > 1 tiene la forma 

(a, h= 2 БАД 
donde z = (хр, Za, .. -) € Lp, у = (Yis Ya» +» -) € lg, Up + 
+ 10 4 уй = йәй. 

12.22. Demostrar que (с„)* = l, es decir, en el espacio 

cy toda funcional lineal tiene la forma 
e 


(к, N= 2) зу, 


КЕЛ 


7A 


o (uta --)EloY = (Yu Ya ++) EL y MIS 
= [у Ma 
12.23. Emploar el problema 12.13 y demostrar que 
(т)* з= h- a 

12.24. Demostrar que (1,)* == т, es decir, en el espacio 
l, toda funcional linea] continua tiene la forma 


(ж, D= 2 жый, 


donde g = (ду, т„...)ЄЇһ, у= (у уз ---)Em y 
ПА = Пи Im- 
12.25. En el espacio А [—4, 11 hacemos 


1 
(к, = $ [z (t) sen t+ 2" (0) cost] dt. 
7 


Domostrar quo f os una funcional lineal continua y hallar su 
norma. 
12.26. La igualdad 
1 


(к, = $ (200) cos £ + 2' (t) sen t) de 
A 


¿da una funcional lineal continua en el espacio A! |--1, 1]? 


Si la da, ¿qué función y (t) € Н! [—1, 1] satisface la condi- 
ción (z, f) = (т, y)? 


$ 13. Convergencia débil, Propiedad reflexiva 


Sea X un espacio normado lineal. Una sucesión х, Є X 
(n € N) se llama débilmente convergente hacia el elemento 
т ЄХ y se denota zx, —> z (п —> oo) débilmente si (£n, f) > 
— (z, f) para cualquier f € X*. Una sucesión fn Є X* (n € 
Є N) se denomina *-débilmente convergente hacia el elemento 
FE X y se denota fa —> f (n > оо) *-débilmente si (т, fn) — 
> (z, f) para cualquier = € X. 

TEOREMA 13.1. Para que х, — = (п--оо) débilmente es 
necesario y suficiente que la sucesión || х, || sea acotada y 
(кь, Ў) > (ш, f) para cualquier f de una variedad lineal 
siempre densa еп X*, 

TEOREMA 13.2.. Para que fa —> f (n— оо) *-débilmente es 
necesario y suficiente que la sucesión || f, || sea acotada y 


(e, fn) — (ш, f) para cualquier т de una variedad lineal siem- 
pre densa en X. 
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TEOREMA 13.3.. Sea X un espacio de Banach. Para cada 
= EX fijado, la igualdad (f Fx) == (к, f} define una funcio- 
Е acotada F sobre el espacio Х* con tal que || Ё. || = 
= |12 1. 

Рог lo tanto, tiene lugar el encaje isométrico = œ X**. 
Si además, X = X**, entonces el espacio X se llama refle- 
zivo, 

Una sucesión z, perteneciente a un espacio de Banach X 
se llama débilmente acotada si para cualquier f € X* ol con- 
junto (æn, /) оз acotado, y débilmente fundamental si para 
cualquier } € X* la sucesión (xn, f) es fundamental. 

TEOREMA 43.4, Todo conjunto débilmente acotado en el 
espacio de Banach es acotado. 

TEOREMA 13.5. Si xn -> х (п —- оо) débilmente en un 
espacio de Banach X, entonces existe una sucesión de combi- 
naciones lineales convexos de puntos £y. 


n n 
„= È, Фһк®һ› È, „к= i, Onr >0 


tal que Zn => £ g > оо). 

13.1. Sean: X, un espacio de Banach; Za, = ЄХ; fai 
1 E€ X* (n EN) y; 

) ха —> T, fn —f cuando п > оо; 

2) хь —x cuando n~» оо débilmente, fa = ў cuando 
n= 00; 

3) zn —> z cuando n — оо, fn —> f cuando n— оо *-dé- 
bilmonte. Demostrar que (£n, fn) -> (z, f) рага n— оо. 

13.2. Sean: X, un espacio normado lineal; fa, f € X* 
(n EN) y fn — f (п —> оо). Demostrar que fa = f (п — оо) 
*-débilmente. 

13.3. Sean Н un espacio de Hilbert; £a; 2; yn, y € 
ЄН (n EN). ¿Qué se puede afirmar sobre la convergencia de 
la sucesión (Zn, Ул) Si: 

а) Zn —> z (n > оо) débilmente, yn — y; 

) zn => z (n>00) débilmente, уһ — y (n= оо) dé- 
bilmente? 

13.4, Sean: H, un espacio do Hilbert; zp, а € H (n EN), 
Zp —> z (n —> оо) débilmente y [| =, > [[x 1. Demostrar 
que z, > х (n— оо). 

13.5. Soan: X, un espacio normado lineal; х, ЄХ 
(n € N). Demostrar quo la sucesión х, converge on X si, y 
sólo sí, z, converge débil y uniformemento en la bola {f € 
єХ*:/ 1). 
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13.6. Scan: Н, un espacio de Hilbert; æn € H (п EN) 
un sistema ortogonal de elementos. Demostrar que las si- 
guientes afirmaciones son equivalentes: 


a) Y 2, converge; 
ast 

b) bu х, converge débilmente; 
еп 


о) Ў Iza JP converge. 


13,7. Sean: X, un espacio normado lineal; fn, / Є X* 
(n EN), In — fo (n -> 00)*-dóbilmente. ¿Es válido que fo € 
€ E, donde L es la cápsula lineal de Ja sucesión Ín? 

13.8. En ol espacio 1, para = == (Zu Zg, - - -) € l, ponga- 
mos (х, fn) = Ln. Demostrar que fn —> 0 (п = оо) #-dé- 
bilmente. ¿Es cierto que fn — 

13.9. Para z (t) € La [—1, 1) “pongamos 


4 
(2, Л) = | 20) cosnnt dt. 
и 

a) Demostrar que /„ es una funcional lineal acotada y 
haitari da ll 

emostrar "que ў, —> 0 (n => оо) «*-dóbilmento. 
> ¿Es válido que fn —>0 (п — оо)? 
13.10. Рага z (t) Є С! 1—1, 1] tomemos 


=, = зр ® ®—#(—), (2,10) = х' (0), 


donde e €R, |е1< 1. 

a) Demostrar que fe y fo son funcionales lineales conti- 
nuas y hallar 11 fe 11, ll fo Il- 

b) Demostrar que }„—> fo Giao 0) *-débilmonte. 

©) ¿Es cierto que fe — fo (e — 0)? 

13.11. Sean 2, 2Ely XO = (AO, 27, = 

= (mu 2..2). Demostrar que 09 —> z (п. BN 'débil- 
mente si, y sólo si, sup |} 20%] < оо у 2f% —> zp cuando 

а 

n-» оо (Е Є №). 

13.12. En el espacio С 10, 1] даг un ојотріо de una su- 
cesión débilmente convergente que no converja según la nor- 
ma del espacio С 10, 
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13.13. Demostrar que en el espacio і, la convergencia 
débil coincide con la convergencia según la norma. 

13.14. Scan: X, Y, espacios de Banach; A, Є £ (X, Y), 
y sea la sucesión (А nz, /) acotada para cualquier z € X y 
EY TEE Demostrar que la ѕисезібл|| А „ [| ез acotada. 

13.15. Soan: Х, un espacio de Banach reflexivo; М < Х, 
un subespacio; Мі = {f € X*: (т, f) = 0 para cualquier 
х € М). Domostrar que (M%)* = М. 

13.16. Sea X un espacio de Banach reflexivo, f € X*. 
Боос que existe = ЄХ, с 52 0 tal, que (2, f) = 
= 112 i 

13.17. Emploando los problemas 11.9, 11.10, 13.16 de- 
mostrar que los espacios С [0, 1], 2,, cy son no refloxivos. 

13.18, Demostrar que un conjunto on un espacio de Ba- 
nach es débilmente acotado si, y sólo si, es acotado. 

13.19. Demostrar que en un espacio do Banach toda suce- 
sión débilmonte fundamental es acotada. 

13.20. Demostrar quo en un espacio de Banach toda su- 
cesión débilmente convergento es débilmonte fundamental. 

13.21. Denominaremos débilmente cerrado a un conjunto 
M оп un espacio de Banach X, si do zn Є М, =, — х (п -> оо) 
débilmente, se deduce que z Є М. 

a) Demostrar que todo conjunto débilmente cerrado es 
cerrado. 

Dar un ejemplo de un conjunto cerrado en un espacio de 
Banach que no sea débilmente cerrado. 

13.22, Demostrar que todo subespacio de un espacio de 
Banach es débilmente cerrado. 

13.23. Demostrar que todo conjunto cerrado convexo en 
un espacio de Banach es débilmente cerrado. 

13.24. ¿Será débilmente completo el espacio C 10, 11? 

13.25. Sea X un espacio normado lineal separable. De- 
mostrar que en el espacio X* existe un conjunto numerable 
siempre denso en el sentido de la convergencia *-débil. 

13.26. Sea X un espacio normado lineal. ¿Es válido que 
para todo subespacio L с X* existe un subespacio М с X 
tal que L = Мі (la ortogonalidad se comprende en el sen- 
tido del problema 12.10)? 


$ 14. Operadores conjugados 


Sean: X, Y, espacios normados lineales; A: X > Y un 
operador lineal соп campo de dofinición D (А), denso en X, 
posiblemente no acotado. Introduzcamos un conjunto 
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Dr ст Ү* de tales ў € Y *, para las cuales tiene lugar la igual- 
dad (Az, f) == (т, q) para p € X*. El operador A*f = Фф 
con campo de definición D (4*) = D* с Y* y valores en 
X so llama conjugado al operador А. Por lo tanto, (Ах, f) = 
D P para cualquier z de D (A) y cualquier f de 

TEOREMA 14.1. A* es un operador lineal cerrado. 

TEOREMA 14.2. La igualdad D (A*) = Ү* tiene lugar si, 
y sólo si, А es acotado sobre D (А). En este caso A* € £ (Y*, 
Х*), АЖ I = ПА ll 

Del teorema 14.2 se desprende que рага A € £ (X, Y) y 
ar 65 (+, X*) A*I ШАП. 

14.1. Sean: X e У, espacios normados lineales; a, В Є С, 
A, BEZ (X, Y). Demostrar que («A + BB)" = GA? + 
+ Eo де raya significa la conjugación compleja). 

2. Sca X un espacio normado lineal, А, B € £ (X). 
Domgatrar que (AB)* = BA". 

. Sea A € £ (X, Y) y continuamente invertible, De- 

mostrar que A* cs continuamente invertible y (А*)-1 = 

14.4. Sean X, Y espacios lineales normados. Demostrar 
que la aplicación Ф: £ (X, Y) > Z(Y*, X*), O (A) = 
== A* es continua. 

14.5. Soan X un espacio de Banach reflexivo, Y un espa- 
cio normado lineal, A€£(X, Y). Demostrar que 
Ө © Y y (А*)* = А como un operador do X en Y. 

4.6. Soa Н un espacio de Hilbert, А € £ (Н). Domos- 
trar que: 

а) V(AA*) = N (А*); 

b) N (A*A) == N (A); 

с) R (АА*) = R (A); 

4) || AA* | = ПА IP. 

14.7. Sea H un espacio de Hilbert, A € £ (H). Demos- 
trar que: 

а) (R (А)* = N (А*)у; 

b) (RAF)? = N (А); 

о) (N (A)! = R (4%); 

d) (N (4*))* = R (А). 

14.8. Sea X un espacio de Banach, A € £ (X). Demos- 
trar que (R (A))+ = N (A?) (la ortogonalidad se comprende 
en el sentido del problema 12.10). 
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14.9. Hallar el operador conjugado al operador A: Li 
10, 1)>£,10, 1) sí: 


a) Az ()= {20 4л; 
b) Az()=t2(); 
б 
c) 4=()= {ш (s) ds; 
fj 


d 
d) Az @= | tz (t) dt. 
0 


14,10, Hallar el operador conjugado al operador А: 
йә» ві: 

а) Az = (а, Za, -+ -s Zn, 0,0, ...)5 

b) Az т» (Mai, Agar ...), donde An ER, [An 1<1 
п EN; 

o) Az = (0, zn Za -- a) 

d) Az = (Ea, Za -- +): 

14.11. Hallar los operadores conjugados a los operadores 
del problema 14.10 si se consideran como actuantes: 

a) de cy en Co; 

b) de 1, en ly; 

с) de 1, en co. 

14.12. En el espacio h para ж e (Zi, Ta, . - .) € ly hace- 
MOS А„ = (Znati nt 

a) Demostrar que An € £ to y An > 0 (п > оо) fuorte- 
mente. 

b) Hallar Аң y averiguar si es cierto que Az > 0 (п — 
>- 00) fuertemente. 

14.13, Hallar ol operador conjugado al operador do la 
inclusión (encaje) J: l, > со, Ja = z. 

14.14. Sea H un espacio de Hilbert y sean y, z € H, 
y # 0, z +0 elemontos fijados arbitrarios. Para z Є Н hace- 
mos Ах = (z, y)z. Demostrar que A € £ (H) y hallar el 
operador A*. 

14.15. Sea Н un espacio de Hilbert y sean А, B: H -> H 
operadores lineales definidos sobre todo el H y tales, que 
para cualesquiera z, y € / se cumple la igualdad (Ax, y) = 
= (z, By). Demostrar que А es un oporador acotado y В == 
= A". 
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14.16. Sean X, Y espacios normados lineales, A: X => 
—> Y un operador lineal, tal que D (А) = X, el operador 
A”? existe y pertenece a £ (Y, X). Demostrar que (А*)-! 
existe y pertenece a £ (X*, Y*) con tal que (4%) = 
= (4-94 

14.17. En el espacio l, consideremos, para = = (д, 
Za ++.» ) Ela el operador A: l¿>l, Ах = (тү, 2х; 


Лу con campo de definición D (4) = {z €l, z = 


= (E La +. хД а Га, Ё < оо}: 


a) Demostrar que D (4) = la. 
b) Domostrar que A es un oporador lineal no acotado 
sobre D (4). 


с) Mallar D (А+) y А*. 
14.18. Consideremos el operador: A: 1-1, As = z 
con campo do doifnición D (A) que so compone de elementos 


ж = (д, хь...) El, para los cuales У) |=, | < оо 
=“ 


a) Demostrar que D (4) = l, 

b) Demostrar que А es un operador lineal no acotado 
sobre D (4). 

с) Hallar D (4%) y 

14.19. Consideremos Ж орегайог A: L¿10,1) > L, (0, 11, 
Az (1) = z (0) con campo de definición 


‚ 
р (а) = {2 (962210, 11: | (2) ао). 
і 


a) Domostrar que 2 (Аў = Ls 10, 1). 

b) Demostrar que А es el operador lineal no acotado so- 
bre D (4). 

с) Hallar D (A*) y A". 

14.20. Consideremos el operador А: £, [0,11 > L, 10, 1), 
Az (1) = dx/dt con campo de definición D (A) que es una 
variedad lineal de funciones = (t) continuamente diferencia- 
blos sobro [O, 11 y que satisfacen las condiciones х (0) = 
= æ (1) = 0. 

a) Demostrar que D (A) = L, [0, 4). 

b) Demostrar quc A es el operador lincal no acotado 
sobro D (4). 

с) Hallar D (4*) y A“. 
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14.21. Consideremos el operador A: La 10, 1) > La 10, 1), 
Ах (t) = tx (0) con el campo de definición D (4) que es una 
variedad lineal de funciones continuas sobre [0, 1]. Hallar 
D(A*) y A". 

14.22. Hallar el operador conjugado al operador do la 
inclusión (encaje) J: M0, 11> L, (0, 11, Jz = =. 

14.23. Hallar el operador conjugado al operador А: 
MO, 11>£¿10, 1), Az (t) = dz/d. 


Capítulo 4 


Conjuntos compactos y operadores 
totalmente continuos 


$ 15. Conjuntos compactos en espacios normados 


Un conjunto Q en un espacio de Banach X se denomina 
bicompacto si de toda sucesión х, €Q (n Є N) se puede escoger 
una subsucesión, cuyo límite pertenece а Q. 

TEOREMA 45.1. Sea f: О > К una función continua, defi- 
nida sobre un conjunto bicompacto Q < X. Entonces f es aco- 
tada sobre Q, llega a sus cotas superior e inferior exactas 
sobre Q y es uniformemente continua sobre Q. 

Un sistema Fa de conjuntos abiertos de un espacio nor- 
mado lineal X se denomina cubrimiento de un conjunto 
A E X si todo punto х € A pertencce, por lo menos, а uno 
de Po. 

Un conjunto M de un espacio normado lineal X зо deno- 
mina compacto si de toda sucesión х=, € M (n Є М) se puede 
escoger una subsucesión fundamental. Un conjunto М, с X 
se donomina e-red de un conjunto M <= X si para cualquier 


2 Є М existe un z œ М, tal, que || z — 5 || < e. 

TEOREMA 15.2. Un conjunto М en un espacio normado li- 
neal X es compacto st, y sólo si, en X para cualquier є > 0 
existe una e-red finita para M. _ 

Sea G un recinto acotado cerrado еп el espacio E", С (G) 
un espacio do funciones continuas sobre G con la norma 


llz 11 = máx |2 (0) 1, M&C) un conjunto de fun- 
а 


16 
ciones. Este conjunto se llama едиѓасоѓайо si existe un с € R 
tal, que para cualquier z € M se cumple la desigualdad 
Па < с; equicontinuo si para cualquier e > 0 existe un 
$ = ô (e) >0 tal, quo para cualesquiera £,, t, ЄС que sa- 
tisfacen la desigualdad || 2, — ta || < б se cumple Ја desi- 


gualdad | zx (t) — = (t,) | < e simultáneamente para todos 
los z € М. 
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TEOREMA 153, Para que un conjunto М < С (б) sea com- 
pacto es necesario y suficiente que sea equiacotado y equicon- 
tinuo. 

Un conjunto M de elementos do un espacio normado li- 
neal X se denomina localmente compacto si la intersección 
de M con toda bola cerrada en X es compacta. 

TEOREMA 15.4. Para que una variedad lineal L de un es- 
pacio normado lineal X sea localmente compacta es necesario 
y suficiente que L sea de dimensión finita. 

Un conjunto M de un espacio de Banach X se denomina 
débilmente compacto si de toda sucesión infinita de sus ele- 
mentos so puede escoger una subsucesión débilmente funda- 
mental. 

TEOREMA 15.5. Todo conjunto débilmente compacto es 
acotado en un espacio de Banach. 

TEOREMA 15.6. Todo conjunto acolado de un espacio de 
Banach reflexivo es débilmente compacto. 

15.1. Sean X un espacio de Banach y MC X tal conjunto 
cerrado que en X para cualquier e > 0 existe una e-red fi- 
nita para M. Domostrar que M es bicompacto. 

15.2. Demostrar que la adherencia de un conjunto com- 
pacto es bicompacto. 

15.3. Demostrar que todo subconjunto do un conjunto 
bicompacto es compacto. 

15.4. Sea un conjunto M en un espacio normado lineal X 
tal, que en X para cualquier e > 0 existe una e-red compac- 
ta para M. Demostrar que M es compacto. 

15.5. Demostrar que en un espacio normado lineal de di- 
mensión finita todo conjunto acotado es compacto. 

15.6. Sean: M, un conjunto bicompacto en un espacio de 
Banach X; х, € М (п € №); zo ol único punto de acumulación 
de la sucesión x,. Demostrar que =, — т, (2 — со). 

7. Demostrar que el conjunto х, = sen nt € 
€ L, [—л, x] (п Є № es cerrado y acotado, pero no es com- 
pacto. 


15.8. Sea M un conjunto bicompacto en un espacio de 
Banach X. Demostrar que para cualquier e > 0 el conjunto 
M se puede representar en la forma 


м= 0 Р, 
о, 


donde F; son conjuntos cerrados y рага i = 1, 2, 
diam F; < е. 
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15.9. Demostrar que para que un conjunto M de un 
espacio de Banach X sea bicompacto, es necesario y suficien- 
te que de todo cubrimiento de / se pueda extraer un subcu- 
brimiento finito. 

15.10. Sea A un conjunto bicompacto en un espacio de 
Banach X. Demostrar que para todo х Є X existe tal y € A 
ae pi А) = 12 — y ll. 2 Ñ 

15.11. Sean: A, un conjunto bicompacto; В, un conjunto 
corrado en un espacio de Banach X, y A NB = Ø. De- 
mostrar quo р (А, B) > O. 

5.12. Sean A, B, conjuntos bicompactos en un espacio 
do Banach X. Demostrar que existen tales zo € A e yo € B, 
que p (4, B) = || xo — Yo ||. ¿Necesariamente se tendrán ta- 
les puntos si A es bicompacto y B es cerrado? 

15.13. Sea A un conjunto bicompacto en un espacio do 
Banach X. Demostrar que existen talos xo, yy E A, que diam 
А = | zo — Yo ||. 

15.14. Demostrar que un conjunto bicompacto no se puede 
aplicar isométricamente en alguna de sus partes. 

15.15. En el espacio Æ? construir un conjunto compacto 
isométrico a alguna de sus partes. 

15.16. Sean: X, un espacio do Banach; М с X, un con- 
junto bicompacto; Ф: M —- М una aplicación tal, que para 
cualesquiera х, у Є M se cumple la desigualdad || Ф (х) — 
— 0 (y) |l > [| ж — y 1. Demostrar que Ф es la aplicación 
isométrica de M өп зі. 

15.17. Demostrar que en un espacio de Banach todo sis- 
tema de conjuntos bicompactos encajados no vacíos tiene 
intersección no vacía. 

15.18. Sea M, una sucesión de conjuntos bicompactos 
en un espacio de Banach X tal, que Ja intersección de cual- 
quier número finito de estos conjuntos no es vacía. Demos- 


trar que (] M no es vacía. 
ai 

15.19. Sea 17, (i = 1, 2,..., п) un cubrimiento fini- 
to de un conjunto bicompacto M en un espacio do Banach X. 
Pongamos 

á á 
a) =p (s, MIU), е (д) = ф! (2) (2, чн (2)) 
ўла б, уље И 


Demostrar que el sistema de funciones (e, (2) }, llamada par- 
tición de la unidad que corresponde al cubrimiento U;, poseo 
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las propiedades siguientes: 
a) 0а (2) < 1; 
b) е, (2) = 0 рага 26 Un 


Е 
с) Y e,(2)=1 para cualquier z €M; 
a 


4) е; (х) son funciones continuas sobre М. 

15.20. Sean: X, un espacio de Banach; А; В с X у: 

a) sean A, B bicompactos; demostrar que el conjunto 
A +B es bicompacto; 

b) sean A bicompacto y B cerrado; demostrar que el con- 
junto А + В es cerrado; 

с) sean А, В compactos; demostrar que el conjunto 
A + В es compacto; 

d) sean A, B cerrados; ¿os válido que А + В es un con- 
junto cerrado? 

15.21. Scan: M, un conjunto bicompacto en un espacio 
de Banach X; C (M), un espacio de funciones reales, continuas 
sobre М, con la norma || = || == máx |z(£) |. Demostrar 


1EM 
que C (M) es un espacio de Banach separable. 

15.22, Sean: X, Y, espacios de Banach; M с X, un 
conjunto bicompacto; C (М, Y), un conjunto de aplicaciones 
continuas definidas sobre М соп tampo de valores en У. De- 
mostrar que: 

a) C (M, Y) es un espacio lineal; 

b) еп С (M, Y) se puede dar la norma por la igualdad 
Нн = mip 126 Il; 


©) en esta norma C (M, Y) es un espacio de Banach. 

15.23. En un espacio de Banach X, sea M tal conjunto, 
que para cualquier función f real y continua sobre M secum- 
ple, por lo menos, una de las siguientes condiciones: 

1) f os acotada sobre M; 

2) si f es acotada sobre M, entonces f llega a sus cotas 
superior o inferior exactas sobre M. 

Demostrar que M es bicompacto. 

15.24. En un espacio de Banach X sea M tal conjunto, 
que cualquier función f real y continua sobre M es unifor- 
memente continua. ¿Se deduce de aquí que M es bicompacto? 

15.25. Demostrar que una aplicación continua trans- 
forma un conjunto bicompacto en otro bicompacto. 

15.26. Sea f: X — У una aplicación continua de un es- 
pacio de Banach X en un espacio de Banach Y, y sea М с Х 
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un conjunto compacto. Demostrar que el conjunto f (М) с 
с: Y es compacto. 

15.27. ¿Es cierta la afirmación del problema anterior 
si la aplicación continua no está definida sobre todo el espa- 
cio X, sino sólo sobre el conjunto M? 

15.28. Demostrar que si una función es uniformemente 
continua sobre un conjunto compacto M de un espacio nor- 
mado lineal X, entonces es acotada sobre M. 

15.29. Sea М с Cla, b] un conjunto de funciones, sa- 
biéndose que para cualquier e >0 y cualquier tẹ € la, b] 
existe un б = 5 (e, £) tal, que si |1 — t, | < ô, entonces 
para cualquier = (t) Є М se cumple la desigualdad | x (t) — 
— z (tp) | < e. ¿Será uniformemente continuo el conjunto М? 

15.30. Sea zn (t) € C la, bl (n € N) un conjunto de fun- 
ciones equicontinuo y sea que =, (t) converge hacia х, (t) 
puntualmente sobre [a, b} рага n=» оо. Demostrar que 
zo (t) EC la, bl. 

15.31. Sea M un conjunto do funciones equiacotado en el 
espacio С [а, b]. Demostrar que el conjunto N de funciones tipo 

4 


v= fac) а, 


в 

dondo æ (t) € М, es compacto. 

15.32. Demostrar que un conjunto equiacotado М с: Cla, 
b] до funciones, que satisfacen la condición de Lipschitz 
con la constante común, es bicompacto on el espacio С [a, bl. 

15.33. Demostrar que un conjunto М с С la, b] de 
funciones, que son acotadas para un te € la, b] fijo y que 
satisfacon la condición de Lipschitz con la constante común, 
es bicompacto en el espacio С la, bl. 

15.34. Demostrar que un conjunto do funciones 2 (t), 
continuamento diferenciables sobre [а, 5] y tales, que 


» 
12(0)1< kn га Pat < he 

(la constante k, > 0, la constante k, >> 0), оз compacto en 

ol espacio С la, bl. 


15.35. Demostrar que un conjunto do funciones z (t), 
continuamente diferenciables sobre [a, b] y tales, que 


b 
Ju та O тас 


a 
con la constante k>0, es compacto en el espacio C[a, 5]. 
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15.36. Sea М un conjunto de funciones = (1) continua- 
mente diferenciables sobre [a, b] y satisfacen las siguientes 
condicionos: 

1) para cualquier і € (а, b] y cualquier = (t) € М se cum- 
ple la desigualdad |z’ (t) | < Ё, siendo la constante k > 0; 

2) para cualquier = (t) Є М, la ecuación x (t) = O tiene, 
por lo menos, una raíz sobre (а, Ь]. Demostrar que М es un 
conjunto compacto en el espacio С [а, bl. 

15.37. En el espacio C la, 5], ¿será bicompacto un con- 
junto equiacotado de polinomios de grado n? 

15.38. Demostrar que un conjunto equiacotado de poli- 
nomios de grado <n es bicompacto en el espacio С la, bl. 

15.39. Demostrar que para cualquier función = (t), con- 
tinua sobre la, b], existe un polinomio Р (t) de grado n que 
es un polinomio de la aproximación óptima, es decir, 

máx |x(9—P(Y|< máx | z(t) —0()| 
tēla, b) tēla, OS 
para cualquier polinomio Q (t) de grado Zn. 

15.40. Sea т (t) una función continua sobre la, Б] y sea 
que existe una sucesión de polinomios de grado acotado que 
converge hacia z (t) uniformemento sobro fa, bl. Demostrar 
que zx (t) es un polinomio. 

15,41, Demostrar que la bola $, (0) del espacio С! la, b] 
es un conjunto compacto en el espacio С [а, Б]. ¿Es esta bola 
un коз bicompacto еп el espacio С la, bl? 

15.42. Demostrar que todo conjunto compacto en ol es- 
pacio С! [a, b) es compacto también en el espacio С [a, bl. 

15.43. Dar un ejemplo de un conjunto de funciones con- 
tinuamente diferenciables sobre [0, 1] que es compacto en 
el espacio С [0, 1], pero no compacto en ol espacio С! [0, 1]. 

15.44. En el espacio С (0, 1], ¿son compactos los si- 
guientes conjuntos de funciones 

а) £n (t) St, n EN; 

b) =, (t) = sen nt, n EN; 

©) En (0) = sen (t + n), REN; 

d) Za (t) = son at, a € R; 

e) Za (t) = sen at, a € [1, 2); 

f) 2, (1) = arctg at, a € R; 

3) Ta (0) = et-%, a E R, 0? 

15.45. En el espacio C [0,1], ¿será compacto un con- 
junto de funciones z (t) €C {0, 1] que para cualquier £ € [0,11 
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satisfacen la desigualdad |= (t) | < Ф (0), donde q (0) € 
ЄС [0, 1], Ф (0) >0 es una función fijada? 

15.46. Demostrar que todo conjunto compacto no es den- 
so en ningún lugar del espacio: а) C la, bl; b} la. 

15.47. Demostrar que para que un conjunto de funciones 
М с: С" [а, b] sea compacto, es necesario y suficiente que 
sea oquiacotado y el conjunto de derivadas de orden / de 
funciones que componen M sea equicontinuo. 

15.48. Demostrar que un conjunto М de elementos х = 


= (т, La, . - .) del espacio с o cy es compacto si, y sólo si, 
es acotado y lím х„ existo uniformemente respecto а 
neco 


26 М, o sea, para cualquier e >0 se puede hallar tal 
N = N (e) que para todo п > N para cualquier = == (а, 
23, ...) € M se cumple la desigualdad 


| 2,—lím 2, | <e. 
Paris 


15.49. Demostrar que un conjunto M de elementos = = 


= (ш, Ta - + -) E lp (р >1) os compacto si, y sólo si, es 
acotado y 


a 
lim Y [= 1? 
n-eo Ami 
oxiste uniformemente respecto а х Є M, es decir, para cual- 
quier e т> 0 existe tal № = N (e) que para todos n >N 
y para cualquier z = (z;, a, ...) € M se cumple la desi- 
gualdad 


È lz? <e. 


Kan 


15.50. Demostrar quo ol paralelepípedo {z €l, х= 
= (д, Za, ...): | £n |< 1/7} es un conjunto bicompacto en 
el espacio la. 

15.51. ¿Bajo qué condición para una sucesión A, Є R, 
An >0 (п €N) es un conjunto bicompacto en el espacio 


“ a) el paralelepípedo {z €l, TE (zu Za «di а, 1 


< An); 
b) el elipsoide (xEl, а= (ш, za ...): Y) ESTE 
1 
15.52. Demostrar que si un subespacio del espacio 
С la, b] se compone de funciones continuamente diferen- 
ciables, él es de dimensión finita. 
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15.53. Sean: X, Y, espacios de Banach; М < X, un 
conjunto compacto; An, A E £ (X, Y) (nEN) y An > 
> А (n—> оо) fuertemente. Demostrar que 4,2 convergo 
uniformemonte hacia Ат рага т-> оо y para todo = Є M. 

15.54. Sea X un espacio de Banach, х=, ЄХ (п € N), £n 
compacta у =, = = (п —- оо) débilmente. Demostrar que 
Ln => z (n—> оо). 

15,55. Sca X un espacio do Banach reflexivo, xy € X, 
Zn © Sy (£o), n EN. Demostrar que existo una subsucesión 
Ln, (КЄМ) tal, que zn, > 7 (nn оо) débilmente, y 26 
Є S, (zo). 

15.56. Demostrar que, en un espacio de Banach, todo 
conjunto compacto es débilmento compacto. Dar un ejemplo 
de un conjunto débilmente compacto que no sea compacto. 

15.57. Demostrar que la bola cerrada unitaria del espa- 
cio С 10, 1] no es un conjunto débilmente compacto. 


$ 16. Operadores totalmente continuos lineales 


Sean X, Y, espacios normados lineales. Un operador 
А Є Ж (Х, Y) so denomina totalmente continuo si trans- 
forma una bola unitaria cerrada del espacio X en un con- 
junto compacto del espacio Y. El conjunto de todos los ope- 
radores totalmento continuos de Z (X, Y) se denota me- 
diante o (X, Y). 

TEOREMA 46.1. Si A € о (X, Y), entonces transforma cual- 
quier conjunto acotado en X en un conjunto compacto en Y. 

TEOREMA 10.2. 0 (X, Y) es un subespacio en el espacio 
SX, Y). 

TEOREMA 16.3, Sean А Є L (X, Y) y BEL (Y, 2). Si, 
por lo menos, uno de estos operadores es totalmente continuo, 
entonces su producto BA será un operador totalmente continuo. 

TEOREMA 164. Sea A € 0(X, Y). Si 2, EX (REN) y 
Ln > жу (п —> оо) débilmente, entonces Az, —> Ах. 

TEOREMA 16.5. Sea A € £ (X, Y), donde Y es un espacio 
de Banach. El operador A es totalmente continuo si, y sólo 
si, A* es totalmente continuo. 

Sean: X, un espacio de Banach; A € o (X, X) = o (X); 
х, y EX. La ecuación 

Ат = у 


se llama ecuación de primera especie, la ecuación 
z—Az=y (1) 
9o 


se llama ecuación de segunda especie. A la par con la ecua- 
ción (1) consideremos Ja ecuación homogénea correspondiente 


в — Аз =0, (2) 
así como la ecuación conjugada 
f—Atf=0 (3) 
y una ecuación homogénea conjugada 
Y — Азр =0. (4) 


TEOREMA 16.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) la ecuación (1) tiene solución para cualquier segundo 
miembro y; 

b) la ecuación (2) tiene solamente solución trivial; 

с) la ecuación (3) tiene solución para cualquier segundo 
miembro; 

d) la ecuación (4) tiene solamente solución trivial. 

Si se cumple una de las condiciones a), b), с), d), entonces 
los operadores І — А e I — A* son continuamente invertibles. 

TEOREMA 16.7- Las ecuaciones (2) y (4) tienen números 
finitos iguales de soluciones linealmente independientes. 

TEOREMA 16.8. Para quo la ecuación (1) tenga, por lo mo- 
nos, una solución, es necesario y suficiente que para cual- 
quier 29100161 ар де la ecuación (4) se cumpla In condición 
(у, p) = 0. : 

TEOREMA 16.9. Sean X, Y espacios normados lineales de 
dimensión infinita, con tal que Y es un espacio de Banach, 
A€o(X, Y) у В (А) es de dimensión infinita. Entonces 
В (А) no es cerrado en Y. 

TEOREMA 16.10, Sean X, Y espacios normados lineales, 
con tal que X es de dimensión infinita, A € o (X, Y) y sobre 
R (A) existe el operador inverso A~. Entonces A”! es no aco- 
tado sobre R (A). 

16.1. ¿Cuáles operadores A: C [0, 11 > C [0, 1] entre los 
siguientes son totalmente continuos: 

а) Az (t) = tz (0: 


b) Az (t)= fac dr; 

o Az (i) = z (0) + tz (1); 
a) Az (t) = \ e" z (5) ds; 
а 

e) Az (1) = z (P) 


16.2. ¿Será totalmente continuo el operador A: 
Ci, 11>C14, 1), Az (9 = le (9 + z (98 

16.3. ¿Bajo qué condición para la función y (t) € C 10, 1) 
será totalmente continuo el operador A: С 10, 1] — С 10, 1), 
Az (t) = q (t) x (£)? 

16.4. El operador A: C 10, 4] — С (0, 1) se dofine por la 
igualdad 


i А 
Ar()= | Kl, 929443 (02 (1, 


ó h=1 


donde K (t, s) es continua para OSs, t<1, qa (t) € 
€CIO, 1), ta 610, 41 para $ = 1, 2, ..., п. Demostrar 
que А es un operador totalmente continuo. 

16.5. ¿Será totalmente continuo el operador Az (t) = 
== dx/dt si so considera como actuante: 

a) de C* [0, 1] en С 10, 1]; 

b) de С° (0, 1] en С' 10, 1}; 

в) de С° [0, 1] en С [0, 11? 

16.6. Demostrar que el operador A: Lla, b] > Г, (а, bl, 


Az у= | 2 (1) ёт es totalmente continuo. 


è 

16.7. Demostrar que el operador de proyección ortogonal 
en un espacio de Hilbert es totalmente continuo si, y sólo 
si, su imagen es de dimensión finita. 

16.8. ¿Cuáles operadores entre los siguientes, definidos 
рага х = (ту, tz, - - -) € la con campo de valores en ly, son 
totalmente continuos: 

а) Az = (0, а, Za .); 

b) Bz = (2, $, Z, a)i 

D Cz=(0, =, 3,2, ...)? 

16.9. Demostrar que el operador de la inclusión (en- 
caje). 

a) J: Са, b) — C la, bl. Jz = z; 

b) J: H'la, Ь1—> C la, b], Jz == = es totalmente con- 


tinuo. 
16.10. ¿Será totalmente continuo el operador de la in- 
clusión J: L => 1,, Ја = a? 


22 


46.11. Demostrar que el operador А: Mila, bl=> 
— L, (а, bl, Ax (0) = dzidt оз totalmente continuo. 

16.12. En el espacio Ly [0, 1] consideremos el operador 
Az (t) = d'xidi? con campo de definición D (A) que com- 
prende funciones z (t) que son dos veces continuamente dife- 
renciables y satisfacen las condiciones de frontera x (0) == 
= z (1) = 0. Demostrar que el operador A”! existe, hallarlo 
y demostrar que es totalmente continuo. 

16.13, Sea X = Y un espacio entre los lp, т, с, Cp. 
Para z=(2,, £a, . . .) € X hacemos y = Ах = (у, уз, - +0) 
donde y, = 0 si k es impar, е ya = Za. si k ез par. De- 
mantran que A no es totalmente continuo aunque A? = 0 
sí lo os, 

16.14. Sean X, Y, espacios do Banach; A € o (X, Y), 
BELIX, Y) y R (В)с R (А). Demostrar que В € o (X, Y). 

-15. Sea Ж un espacio normado lincal. El operador 
A € o (X), ¿puedo ser una aplicación isométrica del espacio 
X on sí? 

16.16, Sean: X, Y, espacios normados lineales; А: X > 
— Y, un operador lineal. ¿Es cierto que А € o (X, Y) si: 

a) X os de dimensión finita; 

b) Y es de dimensión finita; 

с) A es un operador acotado e Y de dimensión finita? 

16.17, Scan: X, Y, espacios normados lineales; An € 
Єс(Х, Y) (REN) у А, > оо (поо) fuertemente. ¿Se 
desprondo de aquí que А € o K Уу? 

16.18. Demostrar que cualquier operador A Є £ (H), 
siendo Н un espacio de Hilbert, es el límite fuerto de una 
sucesión de operadores totalmente continuos. 

16.19. Sea A € о (la). Demostrar que existe una sucesión 
An EL (L) (MEN), tal que А, > А (п-> оо), y R (An) 
es de dimensión finita para todos los л. 

16.20. Sean e, (п Є №) una base ortonormalizada de un 
espacio de Hilbert Н, An € R (n EN) y sea que An —— 0 
(n-> œ). Para х Є Н pongamos 


Ах = J} àn (2, с„)е„. 


пі 


Demostrar que el operador А está dofinido sobre Lodo el Н, 
lo transforma en sí mismo y es totalmento continuo. 

16.21. Sea ДЄ (p) (1 <р < оо) y sea para х = 
= (0, х...) 1,45 = (дл, Мт. ...) donde MER, 
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Sup lår | << оо. Demostrar que А € o (lp) si, An >0 (6 


> оо). 
16.22. Sea e, (п EN) una base ortonormalizada do un 
espacio de Hilbert H, y sean, Y un espacio de Banach, 


A € £ (H, Y) y sea que 2) || Ае, |Р converja. Demostrar que 
= 


A € 0 (UL, Y). 

16.23. Sean: И, un espacio de Hilbert; A € £ (Н), 
A*A € o (Л). Demostrar que А € o (Я). 

16.24. Empleando el problema anterior demostrar quo si 
A € 0 (Н), entonces A? € a (H). 

16.25, Sean X, Y, espacios normados lineales, además 
X os de dimensión infinita; A € ø (X, Y). Demostrar que 
existe una sucesión 2, € X (n EN) tal, que |12, |= 1 y 
Az” >0 (п > оо). 

16.26. Demostrar que el campo de valores de un oporador 
totalmente continuo es separable. 

16.27. Sea e, (n Є №) una base orlonormalizada de un 
espacio de Hilbert H y sca que A € о (Н). Demostrar que 
Aen — 0 (n— оо). 

16.28. Sean Æ un espacio de Hilbert y A € £ (H). De- 
mostrar que las siguientes afirmaciones son equivalen- 
tes: 

а) si £n, л, Yn. y EH (n EN) ух, —> z (n —> со) débil- 
mente, yn — y (n —> œ) débilmente, entonces (Ах, Yn) — 
> (Az, y) (n= оо); 

b) siza, £ € H (п EN), £n —> z (п > со) débilmente, en- 
tonces Az, — Az (п —> оо); 

c) A € o (H). 

16.29, Demostrar que para todo operador lineal 4, que 
está dado en todo el espacio de Banach X y toma sus valores 
en un espacio de Banach Y, las siguientes propiedades son 
equivalentes: 

a) A transforma toda sucesión convergente х, ЄХ en 
la sucesión convergente Az, € Y; 

b) A transforma toda sucesión débilmente convergente 
Tn ЄХ en la sucesión débilmente convergente Ах, € Y; 

©) A transforma toda sucesión convergente £n € X en la 
sucesión débilmente convergente Ax, € Y. 

16.30. Sean X, Y espacios do Banach, además X es refle- 
xivo; А Є £ (X, Y) y transforma toda sucesión débilmente 
convergente х, Є X en la sucesión convergente Az, € Y. 
Demostrar que А € o (X, Y). 
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16.31. Domostrar que todo operador lincal continuo 
A EZ (lo, l) es totalmente continuo. 

16.32. Sean: X, un espacio normado lineal; Y, un espa- 
cio de Banach separable; A € £ (X, Y). Demostrar que 
A € 0 (X, Y) si, y sólo si, A* transforma toda sucesión dé- 
ns convergente en Y* en una sucesión convergente 
еп Х*. 

16.33. Scan: H, un espacio de Hilbert; A € o (H); ME 
с Н, un conjunto convexo acotado cerrado. Demostrar que: 

a) la imagen del conjunto М es cerrada еп H; 

b) para cualquier у Є Н existe un zp€ М tal, que 
inf il Áz — y I| = Il Azo —yll (Según [20], ol elo- 


хем 
mento zp € H definido de este modo se denomina casi solu- 
ción de la ccuación Az = y, dondo т, y € H, A € a (1). 

16.34. Sean: H, un espacio de Hilbert; A € o (11). De- 
mostrar que la imagen de una bola cerrada unitaria es un 
conjunto bicompacto. 

16.35. ¿Es cierta la afirmación del problema anterior 
рага el operador A € о (X) que se considera: 

a) en un espacio de Banach arbitrario X; 

b) en un espacio de Banach reflexivo X? 

16.36. Sean: Н, un espacio de Hilbert, y A € o (H). De- 
ЕЗГЕ existe tal z Є Н, z 5 0, que || Az || = || A I| х 
х zii ы 

16.37. ¿Es cierta la afirmación del problema anterior 
para el operador: А € о (X) que se considora: 

a) en un espacio de Banach arbitrario X; 

b) en un espacio de Banach reflexivo X? 

16.38. Sean: X, un espacio de Banach de dimonsión 
infinita, y А € o (X). Demostrar que existe un y € X tal, 
que la ecuación de primera especie Ах = y no tiene solu- 
ción. 

16.39. Un operador totalmente continuo, ¿puede tener: 

a) inverso acotado; 

b) inverso derecho acotado; 

©) inverso derecho? 

16.40. El operador A: C I0, 1] —- С 10, 1), 


1 
Az (5) = { K(s, t z(t) dt, 
5 
donde K (s, t) es continua рага 0 < s, t < 1, ¿puede tener 


inverso acotado? 
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16.41. Sean: X, un espacio de Banach; А Є 4 (X), y sea 
que existe c ER с > 0, tal que para cualquier z € X se cum- 
plo Ja desigualdad || Az [| > с || z ||. ¿Puedo ser totalmente 
continuo el operador A? 

16.42. Sean: X, un espacio de Banach; A € Z (X), y sea 
que la ecuación z — Az = 0 no tionc más que solución tri- 
vial. ¿Se deduce de aquí que la ecuación z — Ах = y tiene 
solución para cualquier y € X? 

16.43. Poner un ejemplo de un espacio de Banach X y un 
operador А Є £ (X) tal que la ecuación z — Az == 0 tenga 
un número infinito de soluciones linealmente independientes. 

16,44. Los teoremas 16.6—16 8 se refieren а la ecuación 
Cz = y, dondo С = I — А, А € 0 (X), X es un espacio de 
Banach. Demostrar que sus afirmaciones quedan en vigor si 
еп el espacio de Banach Х se considera la ecuación Сх = y, 
dondo С = B — A, BE L (X) у es continuamento inver- 
tible, A € o (X). 

16.45. Consideremos ol operador А: С (0, 4] -+ C 10, 1), 

p 


Az (1) = | 200) dr. 
? 

а) Demostrar que la ccuación х — Az = y tieno solu- 
ción para cualquier y ЄС 10, 1). 

b) Hallar el operador (1 — A)”. 

16.46. Sea А un operador lineal definido оп todo ol espa- 
cio normado lineal X con valores еп X, Na = N (4%), 
Rn = R(4*) (k = 0, 1, ...). Demostrar que 

а) Мс №... Мс № С... у, al mismo 
tiempo, todos los N, son distintos o existe Lal número entero 
mínimo п >0 que рага O Gr < л todos los N, son distin- 
tos y todos los posteriores N, coinciden con N, (en este caso 
se dice que А tiene la subida finita п); 

RoD RD... DRD ce у, al mismo 
tiempo, todos los RR, son distintos o existe tal número entero 
mínimo m > 0 que рага 0< г < т todos los R, son distin- 
tos y todos los posteriores R, coinciden con Rm (on esto caso 
se dice que А tiene cl descenso finito т). 

16.47. Sea X un espacio de Banach, y sea que Є £ (X) 
y tieno la subida finita п y el doscenso finito т. Demostrar 
que n=m y X = №, OR. 

16.48. Sea X un espacio de Banach; А = 7 + В, donde 
В Є o (X). Demostrar que: 

а) А tiene la subida finita п y el descenso finito m y, por 
consiguiente, z = т según el problema anterior; 
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b) todo subespacio N, es de dimensión finita y toda va- 
riedad lineal R, es cerrada; 
с) А aplica А, sobre Ry biunívoca y equicontinnamente, 
16.49. Sca е, (п € N) una base ortonormalizada en un 
espacio de Hilbert H. El operador A € £ (Н) se denomina 
operador de Hilbert—Schmidt si la magnitud 


їА|= 2 Ilen l? 
Aa 


os finita. Demostrar que: 

a) la magnitud || А ||, no depende del modo de escoger la 
base ortonormalizada en H; 

b) MA lla = 1147 15 

с) 114 ИА lla; 

d) la magnitud || A 11. definida sobro la clase de opera- 
dores de Ifilbert—Schmidt representa la norma; 

e) on ol espacio £ (11) los operadores de 1lilberl—Schmidt 
forman una variedad Jinoal; 

1) la igualdad 


(А, В) = 3 (Аел, Ben) 


define el producto escalar sobre la clase de operadores de 
Milbort—Schmidt; 
б g) los operadores do Hilbert—Schmidt forman un espacio 
do Banach respecto а || А lla; 
“ h) todo operador do Hilbert —Schmidt es totalmente con- 
tinuo; 

i) ol operador A: L,[O, 11> Ls 10, 1), 

4, 


Ас (в) = | K(s, t)z (dt, 
š 


donde K (s, t) € L, [0, 1] х 10, 11, es operador de Hilbert— 
Schmidt; 

j) si A es un operador de Hilbert—Schmidt y B € £ (Н), 
entoncos AB y BA son operadores de Hilbert Schmidt y, 
además || AB ll, < 114 llall B i 1134 ila < 114 NME 1. 

k) ¿Bajo qué condición para la sucesión An € R el opera- 
dor A: la > lp, Ax = (Алаа, Aatas - > .) para х= (T1. Zg, - - JE 
€ l, será operador de Hilbert—Schmidt? 

1) En el espacio 1, construir un operador totalmente con- 
tinuo que no sea operador de Hilbert—Schmidt. 
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16.50. Un operador Á € £ (H) se llama nuclear si se le 
puede representar en la forma A = BC donde B, С son ope- 
radores de Filbert—Schmidt. Demostrar que зі А es un 
operador nuclear, entonces: 

a) А es un operador de Hilbert—Schmidt y, por consi- 
guiente, operador totalmente continuo; 

b) ADyDA, donde D € £ (H), son operadores nucleares; 

с) A* es un operador nuclear; 

d) para cualquier base ortonormalizada e, (n EN) on H, 


la serie Ў) (Aen, en) converge absolulamente. 


E 

16.51. En el espacio l dar un ejemplo de un operador 
nuclear y de un operador de Hilbert—Schmidt que no es nu- 
clear. 


$ 17. Operadores normalmente resolubles 


Sean X, Y espacios do Banach, los dos reales о los dos 
complejos, y sean A: X — Y un operador lineal con D (А) = 
= X y A"; Y* > Х* el operador conjugado a А. 

El oporador A se Пата normalmente resoluble si para ser 
válida la resolubilidad de la ecuación Ax == y es necesario y 
suficiente que (y, p) = 0 para cualquier solución p de la 
ecuación А*р = 0. 

Un operador normalmente resoluble se denomina operador 
noetheriano si las variedades N (А) y N (4*) son de dimen- 
sión finita. Con esto, el número n = dim N (А) se llama 
número de ceros del operador A, el número т = dim N (4*) 
se denomina número defectivo del operador А y el número 
y == п — т se llama índice del operador А. 

El operador noetheriano de índice nulo se donomina ope- 
rador de Fredholm. 

17.1. Demostrar que si una ecuación Az = y tiene, por 
lo menos, una solución, entonces, (y, Ф) = 0 para cual- 
quier y € H (A). 

. 17.2. Sea L una variedad lineal en un espacio Y*, In- 
troduzcamos el conjunto 


1L = (y EY: (y, $) = 0 para cualquier FEL). 


Verificar que la afirmación del problema anterior es equiva- 
lente a la inclusión (encaje) 


R (А) с № (4%). 
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17.3. Demostrar_que para las designaciones de los pro- 
blemas 17.1 y 17.2 RA с N (4%). 

17.4. Sea yy 4 R (A). Empleando el corolario 1 del teo- 
теша 12.1 demostrar que existe un We E N (4*) tal, que 
Wo Po) 5® 0. 

17.5. De los problemas 17.3 y 17.4 deducir que RA) = 
= tN (4*). Comparar con el problema 14.7. 

17.6. Verificar que R (А) = Y, es decir, la ecuación 
Az = y es resoluble para todos los y de una variedad lineal 
densa en Y si, y sólo si, el número dofectivo del operador А 
es igual a cero. 

17.7. Demostrar que para la resolubilidad normal del 
operador A es necesario y suficiente que se cumpla la igual- 
dad R (A) = Н (A), es decir, que el campo de valores dol 
operador А sea cerrado. 

17.8. Sea A normalmento resoluble y con el número do- 
fectivo nulo. Vorificar que la ecuación Ах = y tiene, por lo 
menos, una solución para cualquier y Є Y, ез decir, 
R(4) = Y. 

17.9. Sca que para un oporador Á su campo de valoros 
R (А) es de dimensión finita. ¿Se deduco de aquí que А es 
normalmente resolublo? 

17.10. Demostrar que un operador A € £ (E*, E") os 
noctheriano de índice Е — т. 

17.11. Demostrar que un operador А Є £(E*, E") оз 
do Fredholm. 

17.12. Scan A EL (E", E") y BELE”, Е"). Do- 
mostrar que % (АВ) = у, (А) + x (3). 

17.13. Domostrar que si un operador Л € £ (X, Y) es 
continuamente invertible, es tambión de Fredholm. 

17.14. Consideremos un operador А: l¿—>lz definido 
por la igualdad Az = (Za х„.. ) para z = (ауз...) € 


а. 

a) Hallar el operador А". 

b) Demostrar que los operadores A y A* son noetheria- 
nos y hallar sus índices. 

с) Demostrar que para le €N los operadores A" y (4*)* 
son noctherianos y hallar sus Índices. 

15. Sea А un operador noethoriano. Verificar la va- 

lidez de las afirmaciones siguientes (teoremas de Nocther): 

a) o bien la ecuación Az == y tiene, por lo menos, una 
solución para todo segundo miembro y, o bien la ecuación 
A*p = 0 tiene solución no trivial; 
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b) cada una de las ecuaciones Az == Ô y ёр = 0 Пепо 
un subespacio de soluciones de dimensión finita; 

с) si la ecuación A“ = 0 tieno solución no Lrivial, on- 
tonces la ecuación Ах == y tiene, por lo menos, una solución 
para aquellos, y sólo aquellos, segundos miembros y que son 
ortogonales a cualquier solución de la ecuación A“ = 0. 

47.16. Sca A un operador do Fredholm. Verificar la va- 
lidez de las afirmaciones siguientes (teoremas de Fredholm): 

a) o bien la ecuación Ax = y tiene solución única para 
cualquier segundo miembro y, o bien la ecuación Az = 0 
tiene soluciones no triviales; 

' b) las dos ecuaciones Ах = O y Аер = 0, o bien sólo 
tienen soluciones triviales, o bien, las dos tienen igual nú- 
mero de soluciones linealmente independientes; 

с) si ol número de ceros del operador А es distinto de 
сего, la ecuación Az == y tiene soluciones para aquellas, у 
sólo aquellas, y que son orlogonales a cualesquiera solucionos 
de la ecuación Азр = 0. 

17.17. Sea un operador A totalmente conlinuo y sea su 
campo de valores /t (А) de dimonsión infinita. ¿Será A nor- 
malmente resoluble? 

17.18. Sca un operador 7 € о (H) (es decir, totalmente 
continuo). Demostrar que el operador А = Г — T es de 
Fredholm. 

17.19. ¿Será normalmente resoluble el operador А: 
110, 4] — L, 10, 11 


А 
Ах( = $ 2 (s) ds? 
è 
17.20. Sea un operador 4: X -+ Y cerrado y sea que 
existe т > 0, tal qu. para cualquier z € D (А) so cumple la 
desigualdad || Az || > m 1 = ||. Demostrar que A es normal- 
mente resoluble. 


17.21. Sea (:)íz, un sistema de elementos, linealmente 
independiente, en el espacio de Banach Х: Demostrar que en 
ol espacio dual X* oxiste un sistoma de elementos (ya 


tal, que 
1 para i=j, 
КД w=0=(, para 1363, 
(Los sistemas (q), y (1), 50 Патап biortogonales). 


Demostrar que el sistema (yy), ев también linealmento 
independiente. 
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(i, j=1, 2, +... п). 


17.22. Sean los sistemas {pi}, EX, (у), EX bior- 
togonales. Consideremos. el operador Р: XX, 
» 


Pa Ў (0, т Ф 
a) Demostrar que P € £ (X). 
b) Empleando los problemas 8.35 y 8.36 demostrar que P 
representa el operador de proyección en X. 
c) Verificar que el operador P engendra la partición del 
espacio X en suma directa de subospacios 
Х=Х„ 0 Xo-n 
dondo Х„== R(P), Хы-„=В(1—Р). 


17.23. Sea (фур. un sistema linealmente indopondiente 
en un espacio Y* que os dual a un espacio de Banach Y. 
Introducimos on У y оп Y* los subospacios: 


P=(yEY: (y, Ф) =0, і=1, 2, ..., п), 

Ft (fEY*: (y, 7) =0 para cualquier y € Y). 
Demostrar que existe un número exacto п de elementos lineal- 
mento independiontes y; 4 Y (¿=1, 2, ..., п) y de olo- 
montos fg € Y* (¿=4, 2, ..., n) tales, que los sistemas 


(villas y Uj)Jj= son biortogonalos. 

17.24. Soa {зр} ш, } un sistema linoalmente indopendiente 
en un espacio de Banach Y*, dual a un espacio do Banach У. 
Demostrar que: 

а) on el espacio Y existe un sistema linealmente indepen- 
diente de elementos {2;}1., tal, que los sistemas {фу} ы y 
{2:31 son biortogonales; 

) el oporador Q: Y —> Y definido por la fórmula 
0=2 (и, тд 
es acotado, representa el operador de proyección en Y y en- 
gendra la partición del espacio У en suma directa de los sub- 
espacios Y = У" Ф Үе-% dondo У" = R (Q), Yer = 
= Е (Г — Q). 

17.25. Sean los sistemas {фт ‚ЄХ, {y} EX", y 

también los sistemas {зр} ,ЄҮ*, (2), EY, biortogo- 
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nales. Formemos el operador de dimensión finita К: X>-Y, 


Ka=2) (z, тущ. 


a 


a) Demostrar que 
a 
K=) б h vo 


donde la raya significa conjugación compleja en el caso de 
espacios complejos X, Y. 
b) Verificar que Ку = аК®р = 9 (l = 1,2,..., п). 
17.26. Sea un operador A: X — Y de Fredholm con el nú- 
mero de ceros n >> 0. Sean {Pı}i=1 Є Х, {фу}}ә‹ E Y* bases 
on N (A) y М(А*) respectivamente у {73-1 EX”, 
{ш} ы € Y sistemas biortogonales a éstas. Formemos el ope- 


rador Á = A +K, donde el operador К fue definido en el 
problema anterior. Demostrar que los operadores Á у (Д)* 
tienen números de cero nulos. 

17.27. Para las condiciones dol problema anterior de- 
mostrar que R (4) = Y. 

17.28. Vorificar que para las condiciones del problema 


17.26 el operador Á es continuamente invertible (esta afirma- 
ción se denomina lema de Schmidt). 
di Кре Verificar que para las condiciones del problema 

а) son válidas las descomposiciones directas de los pro- 
blemas 17.22 y 17.24, además, X, =N (4), Yo" = R (А); 

b) А = А sobre D (А) y el operador A aplica Xæ-n N 
ND (A) sobre Y»-* biunívocamente; 

с) Â aplica Х„ sobre Y” biunívocamento. 

17.30. Demostrar que si un operador A es de Fredholm, 
se puede representarlo en la forma A = В + Р, donde В es 
continuamento invertible y el campo de valores Л (Р) es de 
dimensión finita. 

17.31. Demostrar que si un operador A es de Fredholm, 
se puede representarlo en la forma А = С + Т, donde C es 
continuamente invertible y 7 totalmente continuo. 

17.32. Sean: un operador С, continuamente invertiblo, 
y un operador Т, totalmente continuo. Demostrar que el 
operador А = С + Т es de Fredholm. 
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17.33. Verificar que para que un operador А € £ (X, Y) 
sea de Fredholm es necesario y suficiente que se cumpla cada 
una de las condiciones siguientes: 

a) se puede representar este operador en la forma А = 
= В + Р donde BE £ (X, Y) y es continuamente inver- 
tible, P € £ (X, Y) y R (Р) es de dimensión finita; 

b) se puede representar el operador en la forma A = 
= С + T, donde СЄ £ (X, Y) y es continuamente inver- 
tible, 7 € £ (X, Y) y es totalmente continuo. 

17.34. Sea A € £ (X,Y), R (A) cerrado, y sea que existe 
un sistema de elementos (y; }{—‹ = Y tal, que se puede repre- 
sentar cualquier y € Y de modo único en la forma y = 

п 


= > Му +21, donde A; ER y z ER (А). Demostrar que el 
E 


número defectivo del operador А es igual a п. 

17.35. Sean: Н, un espacio de Hilbert complejo; А € 
€ £ (Н), un operador noetheriano, e y Є H. Sea que existe 
un número г > 0 tal, que el oporador B: H>H, Вх = 
= А A*z — т, y) y, es no negativo. Demostrar que: 

a) la ecuación Ах = y es resoluble, o sea, y € R (А); 

b) la ecuación AA*f = y es resoluble; 

с) el elemento х = A*f, donde f es solución de la ecua- 
ción AA*f==y, no depende def y es Ía solución menor, según 
la norma de la ecuación Az = y; 

d) si el número do ceros del operador А es distinto de 
cero, el sistema Az = y, || = || == т es resolubJe. 


Capítulo 5 


Operadores autoconjugados. 
Teoría espectral 


$ 18. Operadores autoconjugados 


Sea H un espacio de Hilbert complejo. El operador A € 
€ £ (Н) se denomina autoconjugado si А* = А, es decir, 
para cualesquiera т, y Є Н se cumple la igualdad (Ax, у) = 

= (х, Ay). El conjunto de todos los operadores autoconjuga- 
dos de £ (Н) se donota mediante $ (Н). 

TEOREMA 18.1. Si A, BE ô (H), а, В ER, entonces aA + 
+ BB 66 (H). 

TEOREMA 48.2. Sean A, В € 5 (Н). El operador AB es au- 
toconjugado st, y sólo si, 'AB = BA. 

TEOREMA 18.3. Si A € ô (H), VA || = бар, | (Ах, а) |. 

В 

Un operador А Є ô (H) se Паша no negativo y so designa 
рог А DO зі (Ах, 2) >0 para cualquier z € Н. Para los 
operadores A, B € ô e la escritura А >> Во В < A signi- 
fica que А — В 0. 

TEOREMA 18.4. Sea P un operador de proyección en un es- 
расіо de Hilbert Н sobre un subespacio М. Entonces: 

a) P € (Н) además, ||P || =1 si М5 0; 

b) р? = Р; 

с) PES (H); 

d) P>0; 

0) z ЄМ зі, y sólo si, || Рх || = || z Il; 

f) (Pz, x) < |12 |? para cualquier z € H. 

TEOREMA 18.5. Sea A € ô (Н), A? = A. Entonces А es el 
proyector sobre un subespacio М с Н. 

TEOREMA 18.6. Cada operador no negativo A € 6 (Н) tiene 
una raíz única, llamada cuadrada, VA Є (Н) tal, que 
(VAY=4 y YA>0. Además, VA es conmutable con un 
operador C € £ (Н) si, y sólo si, С es conmutable con A. 

Para A€ б (Я) introducimos las siguientes designaciones; 
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VAI VAS Ar— (14144) A= $ {|A |— А}, donde 


V А? өз la raíz cuadrada no negativa del operador А?. 

18.1. Demostrar que А: l¿> la, AT = (MEn Aata, ...) 
рага z= (t Z, --- El, dondo A ERÚEN), 
sup | Ar |< oo, es un operador autoconjugado. ¿Bajo qué 
k 


condición para la sucesión A, él será no negativo? 
18.2. Demostrar que el operador A: Z, 10,11 La 10, 1), 
Ах (t) = 12 (t) оз un operador autoconjugado no negativo. 
18.3. Demostrar que el operador А: Łe [0,1] => Ls 10,1), 
1 


Az (H) = | etta (s) ds 
5 


es autoconjugado no negativo. 
18.4, Sca RE R л = 0 fijado. Demostrar que el opera- 
dor de diferencias A: Ly (—оо, оо) > L, (— оо, оо), 


azam [e (194) ==(14)] 


es autoconjugado. 

18.5. Sea A, B€£ (Н), А Єб(Н). Demostrar que 
B*AB ES (Н). 

18.6. Sea A € 6 (Н). Demostrar que: 


a) ПА = sup, 1(4х, а); 
ЫА = зир 1(4=, у) 1. 
ы 


18.7. Sean Н un espacio de Hilbert complejo, A Є £ (H) 
y sea para cualquier z Є Н el número (Az, х) real. Demostrar 
quo A € (Н). 

18.8. Sea А € 6 (Н). ¿Será cerrado sobre la recta real un 
conjunto (Az, z) si х Є Н, lla || = 1? 

18.9. Sea A € £ (H) y (Az, х) = O para cualquier z € Н. 
Demostrar que A = 0. ¿Es válida esta afirmación para un 
operador lineal acotado que se considera en un espacio de 
Hilbort real? 

18.10. Sean A € ô (H), xn € (H) (n EN), 2, —z(n > оо). 
Demostrar quo (Azn, Ta) > (Az, т) (п = оо). ¿Es sustan- 
cial que A € ô Ma = 

18.11. ¿Is un subespacio en un espacio de Hilbert Н el 
conjunto № = {z Є Н: (Az, т) = O) si: 

a) A € ô (H); 
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b) 4 €8 (А), ADO? 

18,12. Sea A € £ (Н). Demostrar que: 

a) A (A + A*) € (Н) para cualquier А Є R; 

b) se puede representar А en la forma А = А, + іА, 
dondo A,, A, € ô (Н). 

18.13. ¿Puede ser no cerrado el campo do valores de un 
operador autoconjugado? 

18.14. Soa A€6(H), N(4)=0. Demostrar que 
(RA) = н. 

18.15. Sea A € 5 (Н). Demostrar que || A? || = || A |. 

18.16. Sea A, € ô (Я) (п EN), y sea que para n-— оо 
converge fuertemente hacia el operador A. Demostrar que 
A ES (H). 

18.17. Sea A, € ô (H) (п EN), An >> 0 y sea que para 
п = co convorge fuertemonto hacia el operador А. Demos- 
trar que А >> 0. 

18.18. Sea A € 6 (Н). Demostrar que зі рага cierto 
хЄН Ах = 0, ontoncos, А"х 52 0 para todo п natural. 

18.19. Sea A Её (Н). 

a) Demostrar que рага todo х € Н y cualquier número 
natural n>1, se cumple la desigualdad || 4”z |2 < 
EAS 

b) Sea «ЄН, xá N (А). Demostrar que la sucesión 


para 
ap AZ, nEN. 


converge. 

18.20. Sea A € (А), A > O. Demostrar que las siguien- 
tes afirmaciones son equivalentes: ў 

а) В (4) es siempro densa en Н; 

b) N (4) =0; 

с) (Az, т) >0 para todo z € H, 25 0. 

18.21. Sea P € Z (Н), Р? = Р. Demostrar que las si- 
guientes afirmaciones son equivalentes: 

a) PES (Н); 

b) PP? = рер; 

c) R (Р) = (N (Р))2; 

d) (Рх, т) = || Pz |? para todo = € Я. 

18.22. Sea А Є £ (Н). Demostrar que AA" y A*A son 
operadores autoconjugados no negativos. 

1 Sean A, ВЄё (Н) у А >> 0. Domostrar que 
ВАВ > 0. 
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18.24. Sean А, B € (Н), А >> В, СЄ £ (Н). Domos- 
trar que C*AC, С*ВС E ô (Н) у C*AC > C*BC. 

18.25. Sean A, B € 5 (H) y sea que se cumplen las igual- 
dades А > В y B>A. Demostrar que A = B. 

18.26. Para cualesquiera dos operadorea Бр B ¢ ô (Н), 
¿so puede afirmar que bien А >> B, o B > A 

18.27. Sea A € ô (Н), A > 0. Сан que para todo 
т € Н se cumplo la igualdad Ar IPs 114 11 Us 2). 

18.28. Sea А € ô (H), OTGA < АЈ, donde AE К. De- 
mostrar que || А: <A. 

18.29. Sea A Có (En y continuamente invertible. De- 
mostrar que A“! € (Н 

18.30, Sea A € ô (н), А ;> 0 y A continuamonte inver- 
tible. Demostrar que А > 

18.31. Sean A ES (H), À € с, Im A x# 0. Demostrar que 
el operador (А — АГ)! existo. 

18.32. Sea A Є £ (А). Demostrar que el operator (Г + 
+ AA*) 1 existo. 

18.33, Soa A Є (H), А > 0. Demostrar que el opera- 
дог (I + A)” existe. 

18,34, Sea A E (А), А >> 0. Demostrar quo para cual- 
quier À > 0 el operador A +4- АЈ es continuamente invertible. 

18.35. Demostrar que un operador A € £ (Н) es conti- 
nuamente invertible si, у sólo si, existen tales a, PER 
а 2 0, В 2 0, que АА* > al, A? А Do PI. 

18.36. Sean A, B ES (Н), O LI TA < В. Demostrar 
que A, B son continuamente invertibles y Ba <A“. 

18.37. Sean A, BES (Н), А >> 0, B>0y AB = ВА. 
Demostrar que АВ >> 0. 

18.38. Sean A, В. E ERE): АВ, C>0AC=CA, 
BC = CB. Demostrar que AC > Ё 

18.39. Consideremos el Е `4: lodo Ад = 
= (0, 0, Za, х,,...) рагах = (Zi, Ta, Z3. - - -) E lo. Demos- 
trar que A € ô (l), А >0. Hallar YA. 


18.40. Sea A ES (Н), A>0. Demostrar que | Y Á|= 
= ИПА. 


18.41. En el espacio E? un operador А transforma х= 


22, +3x; 
(2) en Акен): Demostrar que АЄб(Ё?) y 
que 4>0. Hallar Y A. 

18.42. Sean A, B, C € ô (H), A>0, В? = C= A. De- 
mòstrar que BC = CB. 
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18.43. Para los operadores de los problemas 18.1. у 18.2 
hallar los operadores |A |, A”, A”. 

18.44. Demostrar que para А € ô (H): 

a) A*A- = ACA? 

b)141>0, |A] 


, si, y sólo si A = 0; 


c) 14 В = 43; 
d) si A~ = 0, entonces А = 4+ = [А |; 
e) si 4+ = 0, entonces А = —4- = — | A |. 


18.45. Demostrar que рага А Є 5 (17) la norma del оре- 
rador | А | ез igual a la norma del operador А. 

18.46. Sea A € ô (Н), A >0. Domostrar que | A | = A. 

18.47. Sea е, (п € №) una base ortonormalizada en H. 
Definimos el operador A: H -> H mediante las igualdades 
Ae, =0, Ac, == enin para n > 1. Demostrar quo: 

a) A € (Н) y os totalmente continuo; 

b) по existe ningún operador B Є Z (11) tal, que B? = 


18,48. Sea A € £ (H). Demostrar que existo y es único 
un operador B € ô (Н) tal, que В >> 0 y para todo = € H so 
cumple la igualdad [| Аж || = || Bz ||. 

18.49. Sea A: H>H un operador lincal con D (4) = 
= Н y, además, tal, que para cualesquiera х, y € H so 
cumple la igualdad (Ax, y) = (х, Ay). Demostrar que Л es 
acotado y, por consiguiente, A € 6 (Л). 

18.50. Soa A € £ (Л), АА* = A*A (un operador que 
es conmutable con su conjugado se Пата normal). Demos- 
trar que: 

a) || 42 H = [1 4*z || para todo = € H; 

b) N (A) = N(A*) = (R (А))!; 

с) 14711 = |А |; 

d) si A? = A, entonces A € ô (H); 

e) si A? = 0, entonces А = 0. 

18.51. Sea A € Z (Н) un operador normal con tal que 
А-1 € £ (Н). Demostrar que A”! es un operador normal. 

18.52, Sean A € Z (H). а, B EC, la | = |В 1 = 1. De- 
mostrar que el operador «А + BA“ es normal. 

18.53. Sean An, А € £ (H) oporadores normales (n € 
EN) y A, —4 рага п—> оо fuertemente. Demostrar que 
Аб A* para n —> co fuertemente. 

18.54. Sea A € ô (Н), А >0 y totalmente continuo. De- 
mostrar que VA es totalmente continuo. 
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18.55. Sean A, BES (Н), OLA GB y В un оре 
rador totalmente continuo. Demostrar que А оз un opera- 
dor totalmente continuo. 

18.56. Sea un operador U definido en todo un espacio de 
Hilbert complejo Н y sea que lo aplica sobre todo el Н. Se 
llama unitario si para cualesquiera х, y Є H se cumple la 
igualdad (Uz, Uy) = (т, y). Domostrar que: 

a) un operador unitario es lineal y acotado; 

b) un operador unitario tiene inverso que también es 
unitario; 

с) el producto de dos operadores unitarios es operador 
unitario; б 

d) un operador isométrico lineal, dado sobre {ойо el H 
y que lo aplica sobre todo el H, es un operador unitario; 

e) un operador U € £ (Н) es unitario si, y sólo si, 

* = 0-1, 

18.57. Sean A Є £ (H) y continuamento invertible y 
В = АА. 

a) Demostrar que В Є ô (Н), В >> O у es continuamente 
invertible. 

b) Hagamos U = AB”*, de modo que es válida la repre- 
sentación А = UB que so llama descomposición polar. Do- 
mostrar que U es un operador unitario. 


$ 19, Espectro de un operador lineal 


Sean: X, un espacio de Banach complejo; А: X -> X, un 
operador lineal con el campo de definición D (А) denso en 
X, y A un número complejo. 

Un punto A se denomina punto regular del operador А si 
el operador A — AT es continuamente invertible. El conjunto 
de los puntos regulares del operador A se denomina conjunto 
resolvente del operador А y so designa рог р (4). Si 2 € 
Єр (А), un operador lineal acotado Д, (А) = (А — М) 
se llama resolvente del operador A. El complemento del con- 
junto p (4) en el plano complejo se denomina espectro del 
operador A y so denota mediante о (А). 

TEOREMA 194. El espectro de un operador А Є £ (X) es un 
conjunto cerrado que está situado en el círculo |À |< || A ||. 

Un número A Є € se llama valor propio de un operador А, 
si existe un elemento z € D (A), х #0, tal que Az = Ax. 
Con esto z se llama vector propio del operador A correspon- 
diente al valor propio A. Todo valor propio del А es punto 
desu espoctro con tal que el operador А —А/ es no invertible. 
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TEOREMA 19.2. Sea A € £ (Х) donde X es un espacio de 
Banach. Entonces existe el límite finito 


To (4) = lím Ар, 


llamado radio espectral del operador A. Al mismo tiempo, 
inf [| AT |/® == ге (А) < 114 |l- 
Кел 


TEOREMA 19.3. Sea A Є £ (X) donde X es un espacio de 
Banach. Si | A |> га (A), entonces A € р (А). 

Una función-operador А (A) se denomina analítica en un 
punto Ag, si so desarrolla en un entorno dol punto A, on una 
serie de potencias 


а= Ў а А, 


que converge según la norma de £ (X) оп este entorno. 

TEOREMA 19.4. R, (A) es una función analítica de ) en 
cualquier punto EP(A). Si А Є 2 (Х), entonces, para 
LA | > rg (А) 


В, (А) = -Žž AAN; 


TEOREMA 19.5, Si A € £ (X) donde X es un espacio de Ва- 
nach, entonces с (А) es un conjunto no vacío. 

19.1. Sea А: X > X un operador lineal, y sea que el 
operador A”! existe. Demostrar que A y A”! tionen los mis- 
mos vectores propios. 

19.2. ¿Puede tener valores propios no nulos un operador 
А € £ (X) que satisface la condición А? = 0? 

19.3. Soa А EL (X) y sea quo el operador А? tiene vec- 
tor propio. Demostrar que A tiene vector propio. 

19.4. En el espacio lineal real С [—л,‚ л] hallar valores 
propios y vectores propios del operador: 


а) Az (t) = z (—0); 


b) Az (O = $ cos (64-1) z (5) ds. 
25 
19.5. En el espacio lineal real С 10, л] hallar valores 
propios y vectores propios del operador Az (t) = d*x/dt? si: 
a) D (А) = {z (t) €CI0, al: z” ECIO, л), = (0) = 


=r (1) = 0); 
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DER RAN (0 ЄС10, al: ="ECIO al, = (0) = 
с Н с бес, al: z” ЄС10, л], z (0) = z (я), 


19.6. Sea А Є £ (X), donde X ез un espacio de Banach. 
Demostrar que para | А | > ғо (А) se cumple la desigualdad 
IR, (4) |< (А 1— 114 1D”. 

49.7. Demostrar que un operador y su resolvente son 
conmutables. 

19.8. Demostrar que si A, p Єр (4), entonces 


В, (А) — В, (А) = A — 1) Ra (А) Ru (4) = 
= (A — p) А, (4) Ra (4) 


19.9. Sean A, BEL(X) у Єр (А) Пр (B). Demos- 
trar que 


Ry (А) — R, (В) = R, (А) (В — A) R, (В). 


19.10. Sea que los operadores А y В están definidos so- 
bre todo el X. Demostrar que para que А y В sean conmu- 
tables es necesario que В sea conmutablo con R, (А) para 
cualquier А Єр (А) y es suficiente que B у R, (А) sean 
conmutables, рог lo menos, рага un À Єр (4). 

19.11. Sean А, ВЕ (Х), хер id) 1B=A 11< 
< || В, (А) 1". Demostrar que A Єр (В 


н, (B) = №, (4) Ў, КАВ) ROT 


19.12. Sean A E€ L (X), УЄр(А) у HEC tal, que 
lp | TU Н, (А) li. Demostrar que A — н Єр (А). 

19.13, Sean A € £ (X). ¿Puede ser totalmonte continuo 
el operador R, (А)? 

19.14. En el espacio С [0, 1] consideremos el operador 
Az (t) =.ta (t). Demostrar que о (А) = [0, 4], con tal que 
ningún punto del espectro es valor propio. 

19.15. En el espacio С [0, 2л] consideremos el operador 
Az @ = ез (0). Demostrar que о (4) = PEC: |А |= 1). 

19.16. En el espacio С [0, 11 consideremos el operador 
Az @ = z (0) + tz (1). Hallar о (А), ғ (А), R, (А). 

17. Sea M un subespacio no nulo de un espacio de 
Huber A. Hallar el espectro de un operador P de proyec- 
ción ortogonal sobre М. Representar la resolvente R, (Р) 
mediante P. 
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19.18. En el espacio С (0, 1] consideremos el operador 
1 
420) = | z) ar. 
è 


Hallar о (А), R, (А). 

19.19. Sca е, (п EN) una base ortonormalizada en un 
espacio de Hilbert Н. Definamos un operador A: H — H 
mediante las igualdades Ae, = 0, Аек+ү == en (k EN). 

a) Demostrar que А € £ (Н). 

b) Hallar el operador A”. 

с) Demostrar que o (4) = (А € С: [A |< 1), además, ol 
interior del círculo se compone de valores propios de A. 

d) Demostrar que o (4*) = (MEC: |А | < 1}, además, 
А* no tiene valores propios. 

19.20. Consideremos el operador A: „— l, Ах = 

= (ME), Aata + + 0) para т == (д, л...) Ely dondo An € 
EC (n EN), sup 1А, |< ә. Hallar (А). 

19.21. Domostrar que todo conjunto bicompaclo en el 
plano complejo es espectro de un operador А E £ (la). 

19.22. En el espacio С 10, 1] consideremos Az (t) = 
= dz/dt. Demostrar que 

a) о (А) es vacío si 

D (А) = {x (t) € C (0, 1): = €C [0, 11, z (0) = 0}; 


b) o (А) comprende solamente los valores propios que 
llenan todo el plano complejo si 


р (А) = ( (t) € C 10, 1):  ECIO, 11); 


с) o 0 se compone de los valores propios 2л in (з= 
+4, +2, ...) si 
D (А) = {z (t) € C I0, 1: e E CIO, 1), z (0) = = (1)). 
19.23. Sean A, B € £ (X). Demostrar que elementos no 
nulos о (AB) y о (BA) coinciden. 

19.24. Sean A €L (X), à EC y sea quo existe una su- 
cesión х, € X (п EN) tal, que || 2, || = 1 y Az, — Atn — 
Demostrar que 1€ O (4). 

19.25. Scan A EL (X) y 2€0(4). Domostrar que 
à" € o (A") para todo n natural. 

19.26. Sea A Є £ (X) y continuamente invertiblo. De- 
mostrar que зі À € 0 (471), 271 € 0 (А) y, a la inversa, si 
н 60 (4), p™ € о (473). 
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0, 


19.27. Sea H un espacio de Hilbert, A € £ (H) y es 
normal, es decir, satisface la condición AA“ = A*A. De- 
mostrar que si 7, (А) = 0, А = 0. 

19.28. Scan H un espacio de Milbort y A Є £ (Н). De- 
mostrar que los operadores AA” y A*A tienen valores pro- 
pios no nulos iguales. 

19.29. Consideremos el operador А: L la, bl —> Ly la, bl, 


Ат (s)= j K (s, i) z (f) dt, 


donde K (s, £) es continua en el triángulo а < t < s, a < s < 
< b. Demostrar quo ra (А) = O. ¿Será А == 0 un valor pro. 
pio del operador A? 

19.30. Demostrar que ғ, (А) = || A || para un operador 
autoconjugado en un espacio de Hilbert. 

19.31. Sea А Є 2 (Х), donde X ез un espacio do Ва- 
nach. Demostrar que en la circunferencia |А | = ғо (4) 
existe, por lo menos, un punto de о (4). 

19.32, Sean А, BE £ (X), donde X es un espacio do 
Banach, AB = BA. Demostrar que 

Ta (A + В) < fa (А) tra (B), Ta (AB) < ro (А) ro (В). 

19.33. Sean: Н, un espacio do Hilbert; А € (Н). Do- 


mostrar que o (4*) = о (А) (la raya significa la conjugación 
compleja). 


$ 20, Espectro de un operador autoconjugado 
y totalmente continuo 


TEOREMA 20.1. Sean X un espacio de Banach complejo, 
A € 0 (X). Entonces el espectro de A comprende no más de un 
conjunto numerable de valores propios, para los cuales sólo 
el punto A = O puede ser el único punto de acumulación. Si X 
es de dimensión infinita, entonces, O € о (A). El subespacio 
propio de А, que corresponde al valor propio) 52 O, es de di- 
mensión finita. 

TEOREMA 20.2. Sea А un operador autoconjugado y total- 
mente continuo en un espacio de Hilbert complejo H. Entonces: 

1) si А 0, entonces A tiene, por lo menos, un valor pro- 
pio distinto de cero; 


2) todos los valores propios de A son reales y están situados 
en el segmento [т, М}, donde 


= inf (42, 2) M= Az, 2); 
айе e e» 
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3) sí М 5 0, entonces М es el valor propio máximo de А, 
si m = O, entonces m es el valor propio mínimo de A. 

TEOREMA 20.3. Si А es un operador autoconjugado y total- 
mente continuo en un espacio de Hilbert complejo Н, entonces 
para todo x € Н el elemento Az se desarrolla según el sistema 
ortonormalizado de vectores propios de A, en la serie de Fou- 
rier convergente. 

TEOREMA 20.4. Si А es un operador autoconjugado y total- 
mente continuo en un espacio de Hilbert complejo separable H, 
entonces en Н existe la base ortonormalizada de vectores pro- 
pios del operador A. 

20.1. Demostrar que el operador А: l,—> l, Az = 
= (0, 2, 24/2, 23/3, - . .) para ж = (Zy, Ta, ...) Ely es to- 
talmente continuo y hallar su espectro. 

20.2. Demostrar que el operador А: L,[—1, 1tl> 
> LA, 1, 

1 
Az (з) = f s% ta (t) dt 
и 
es t talmente continuo y hallar su espectro. 
20.3. Demostrar que el operador A: La 10, 41 -> Ly 10, 11, 
1 


Ах (= {а (1=st) z (Y) dt 
a 


es totalmente continuo y hallar su espectro. 

20.4. Sea A € о (X) donde X es un espacio de Banach, 
A 5 0. Demostrar que R (А — М) es cerrado en X. 

20.5. Demostrar que vectores propios de un operador 
autoconjugado, que corresponden a distintos valores propios, 
son ortogonales. 

20.6. Demostrar quo, en un espacio do Hilbert (vóaso el 
problema 18.50), los vectoros propios de un operador normal 
correspondientes a distintos valores propios, son ortogonales, 

20.7. Demostrar que el operador А: La 10, 1) > Ly 10, 1), 
Az (t) = tz (t) os autoconjugado y hallar su espectro. 

20.8. Demustrar que el espectro de un operador autocon- 
jugado es real y está situado on el segmento [m, M). 

20.9. Demostrar que un operador autoconjugado es no 
negativo si, y sólo si, la desigualdad 2» >0 so cumple para 
cualquier А € o (А). 

20.10. Sca A un operador autoconjugado en И y sea 
que A no es un valor propio. Demostrar que R (А — АГ) ©з 
siompre densa en H. 
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20.11, Soa A un operador autoconjugado en H y 
RA — М) = И. Demostrar que A Єр (А). 

20.12. Sean A un operador autoconjugado en Н y A€ 
Єр (4) un número real. Demostrar que la resolvente И, (A) 
es un operador autoconjugado. 

20.13. Sean: A, un operador autoconjugado en H, y 
Ep (4), Im A эг 0. Domostrar que [| А, (А) || < | Im А J-i 

20,14. Sea A un operador totalmento continuo en un 
espacio de Banach complejo X. ¿Puede ser de dimensión 
infinita el subespacio propio de А que corresponde al valor 
propio A = 0? 

20.15, Sea que en un espacio de Hilbort de dimensión 
infinita Н, un operador autoconjugado y totalmente conti- 
nuo А tiene un conjunto finito de valores propios. Demostrar 
que A == 0 es valor propio del operador А. 

20.16. Soan: en, (п € N) una baso ortonormalizada de 
un espacio de Hilbert H; An € R, An O; А: H — H, un 
oporador lineal tal, quo para todo z € IT os válido el dosa- 
rrollo en la serie de Fourier 


Az= 2 Àn (т, еп) еп 


Demostrar que А өз un operador autoconjugado y totalmen- 
le continuo. 
20.17. Considoremos el operador A: La 10,1] > 2, 10,1), 


4в@ | ка, 5) æ (s) ds, 
3 


donde 
120—3) para 0<1<s<1, 
s((—1) para 0251641. 


Demostrar quo А es un operador autoconjugado y tolalmen- 
to continuo y hallar sus valoros y vectores propios. 

20.18. Sea А un operador autoconjugado en un espacio 
do Hilbert separable Z, cuyo espectro se compone do los va- 
lores propios à = 0 y à = 1. Demostrar que А es un орога- 
дог de proyección ortogonal. 

20.19. Sea A un operador totalmente continuo on un 
espacio de Hilbert separable H. T 

a) Demostrar que A*A es un operador autoconjugado y 
totalmente continuo. 


ка, »=[ 
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b) Demostrar que en la representación 
А*Аж = 2) ln (т, һ„) lino 


que se deduce del teorema 20.3, todos los pa > 0. 

с) Sean An = Ур, eno Ah,. Demostrar que ep es 
un sistema ortonormalizado y para todo =Є Н es válida la 
representación 

Az=2) An (%, hn) En 


(con la particularidad de que los A, se denominan números 
singulares del operador A). 

20.20. Sean: A, un operador autoconjugado totalmente 
continuo en un espacio de Hilbort separable H; hy (k Є №), 
una base ortonormalizada compuesta de vectores propios dol 
operador A con valores propios Ay, y f € H, AE С. Domos- 
trar que la solución de la ecuación (А — А) х = f: 

a) tiene la forma 


[3 O ләһ, 


si A es distinto de todos los valores propios An; 

b) para А = № = Мм =... = Маі existe si, y 
sólo si, (f, Ауд) = 0 рага k = 0, 1, ..., n— 1, y on esto 
caso la solución tiene la forma 


nt 
4 M 
а [D gy O a) m1] 42 Crijn 
һ peo 
con tal que en >; están omitidos los sumandos con núme- 


ros j, JA, <.. ]+п—1, y Cos Са >>.» Сал соп CONS- 
tantes arbitrarias. 


$ 21, Ecuaciones integrales lineales 


Se llama ecuación integral de Fredholm de segunda espe- 
cie a una ecuación de tipo 
b 
z()-A {ке 20) dt=f (5) a 


“6 


donde z (s) es la función incógnita К (s, £), f (5) son funcio- 
nes dadas, À es un parámetro numérico. Respecto а la fun- 
ción К (s, 1), llamada núcleo de la ecuación (1), so supone que 
А 
f f К? (s, i) ds dt < o% . 
ab 


Si K (s, 1) = 0 para 2 2 s, la ecuación (1) toma la forma 
x(s)—A $ К (s, 9 z (0) dt=f (5) (2) 


y se llama ecuación de Volterra de segunda especie. 
Si ol núcloo de la ocuación (1) es degenerado, o sea, tiene 
la forma 


кее 1000 


donde las funciones f, (s), gr (t) рага ¿=1,2,..., n, son 
continuas y lincalmente independientes, (1) so puede escribir 
en la forma 


#@=г@ +5 сло 


y las incógnitas С, (i = 1, 2,...,п)зо determinan resol 
viendo el sistema de ecuaciones algebraicas lineales. 
Introducimos el operador integral de Fredholm 


è 
Ах = f K (s, t) z (1) dt; 


а 


si el núcleo K (s, 1) y la función ў (s) son continuos, entonces 
A: C [a, bl > С Ta, bl; en el caso general, si f (s) € 2, la, bl, 
entonces A: L, la, b] > L, (a, b). Entonces la ecuación (1) 
toma la forma 


= Ағ = }, (3) 
y la conjugada a ésta еп el espacio La la, b] tiene la forma 
u— RASO [2] 


y puesto que cl operador A es totalmente continuo, puedon 
aplicarse teoremas de Fredholm 16.6—16.8. 
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Si para un 4 # O la сспасібп homogénea 
А 


z (9—à {ко 0204-0 


tiene solución no nula ze (s) Є L; la, b], entonces А se Пата 
número característico del núcleo (de Ja ecuación), zo (s) fun- 
ción propia del núcleo (de la ecuación), y el número máximo 
de funciones propias linealmente independientes, que co- 
rresponden al número característico A, se denomina multipli- 
cidad de este número. 

Si el núcleo K (s, t) en (1) ез simétrico, el operador inte- 
gral de Fredholm no es sólo totalmente continuo sino tam- 
bién autoconjugado. Si А es el número característico, 1/4 es 
un valor propio del operador A, si p 5 0 os un valor propio 
del operador 4,2 = 1/ р es el número característico. Por eso 
se pueden aplicar los teoremas 20.1—20.4. 

Para las mismas suposiciones que so utilizan en (1) y (2) 
las ccnaciones 


5 
[re 0=(09d=1(5, (5) 


{ К @, 920 dt=1() (6) 
se denominan respectivamente ecuaciones de Fredholm y de 
Volterra de primera especie. 

Debido a los teoremas 16.9 y 16.10, para una función dada 
1 (5) € L, la, bl, la ecuación (5) puede no tener solución, 
pero si ésta existe, en virtud de que el operador A~! es no 
acotado sobre А (A), las soluciones de 1а ecuación (5) соп los 
segundos miembros próximos respecto a la norma de Ly [а, Б] 
pueden distar una de otra. Do esto modo, el problema (5) es 
incorrecto. Al mismo tiempo, el nroblema (1) es correcto: sí 
{I — XA)” existe, es acotado. El método de regularización 
[24] permite reducir el problema incorrecto (5) al correcto 
(1). Para el caso de f ЄЛ (A) este método se basa en las si- 
guientos afirmacionos. 

TEOREMA 24.4. Sea А Є 7 (Hy un operador totalmente 
continuo. Entonces para toda f € П y cualquier valor del pa- 
rámetro de regularización a >0 existe la única solución 
Ze E Н, sobre el cual se realiza 


inf (142—124 0112112 )- 
xen 


ЦЫ 


Además, га es una solución de la ecuación de segunda especie 
ax + А*Ах = А*]. (7) 
TEOREMA 21.2. Sea Tẹ una solución de la ecuación (7), 
{ER (А). Entonces para a —- O la magnitud || Az, — Í IP 
disminuye monótonamente y tiende a cero. 
21.1. En el espacio С la, b] hallar la solución de la еспа- 
ción integral 


è 
20) —5 | KG, 9a dt=16). 


si: 
а) а = —л/4, b = nlá, K (5, t) = 1g t f (5) = 1; 
b) a = 0, b = л/2, K (s, t) = sen s cos £, f (s) = sons; 
c)a=0, b=n, К (s, t) = son з соу t, f(s) = son s; 
d) a = 0, b = 1, K (s, 1) = s + t — 2st, f (8) = s 88; 
0) a = —1, b = 1, K (s, 0) = st — SP, у (з) = 3% Y 5°; 
f) a = 0, b = 2л, K (s, t) = |n — t |sen s, f (5) = 6; 
g)a=0, ben, K(s, 0) = волі 4 toss, f (8) = 
=1 — 2s/a; 
h) a = 0, b = x, К (s, t) = sen (s — 21), f (6) = cos 2s. 
21.2. En ol espacio С [a, 0] hallar los números car-cte- 
rísticos A; y las funciones propias їр, рага la ecuación 
b 
2 (9-2) Kts, Y z(0dt=0, 


si: 

a) a = 0, b = 2n, К (s, t) = sen (s + 0); 

b) a = 0, b = x, K (s, t) = cos (s + 0); 

c) a = 0, b = 1, K (s, t) = 2st — AS; 

d) a = —1, b = 1, K (s, t) = st + 520. 

21.3. En el espacio. C 10, д} hallar los números caracte- 
rísticos y las funciones propias para la ecuación 


я 
ж (s) А { К (s, t), z () dt=0, 
è 
si 
K (s, 1= Ў) 27 son ns sen nt. 
E 
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21,4. En el espacio С [а, b} hallar la solución de la ecua- 
ción integral 
b 
z 9—2} K (s, t) z (i) dt=1() 
a 
para todos los valores de los parámetros о, P, y que forman 
parte del miembro libre de esta ecuación si: 
a)a=—4,b=1, K (s, t) = st, f (з) = as? + Bs + y; 
b)a=0, ben, Kís 0 = соѕ (+0, (8) = 
= g sen s + В; 
c) a = —1, b = 1, K (s, t) = 5% — 2st, f (s) = as* — Ps; 
d) a = —1, b = 1, K (s, t) = 3s + st 5820, f(s) = 
= оз. 
21.5. Demostrar que la ecuación 
2л 


z (у —% { son (8—20) 2 (t) dt = f (8) 
à 


es resolublo para cualquier A Є C y cualquior / (в) € La 10, 2л] 
y hallar su solución. 
21.6. En el espacio С fa, b) hallar los números caracto- 
rísticos A, y las funciones propias Ф„ рага la ecuación 
b 
26) —» $ K (s, z (0 0, 
a 
si: 
a) a=0,d=1, 
spara0<s<t<Út, 
Жн [ESA para OLELIZA; 


b) a=0, b=1/2, 


era s соз t рага O<s<i<Aa/2, 
К: Ун] on ticos е рага 0<t<s<n/2; 
©) a=0, b=x, 
K а s cos t рага OKs SiT, 
a sen t cos s рага 0<t<s<n, 
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d) a=0, b=1, 
t(s+1) para 0<s<1<1, 
Es las para O<1<S<1: 
, b=1, Кз, Y е 
y bat, 


(s+1) @—2) para 0<s<I<1, 
(41) @—2) para 0<t<s<1. 


21.7. Sca que A no es número característico para un nú- 


cleo simétrico K (s, t). Demostrar que la solución do la ecua- 
ción 


К@ у= 


A 
z ®@—5 | кв, t) z (0) dt=f (5) 


en el ospacio L; la, b] so puede representar en la forma de 
serie do Fourier por las funciones propias del núcleo 


202) EL р +10, 


к=! 


y si el núcleo К (s, t) es continuo, esta serie converge uni- 
formemente sobre [a, bl. 

21,8. Sea А = № = Ауру ==... = Алу UN número 
característico de multiplicidad т para un núcleo simétrico 
K (s, t). Demostrar que la solución de la ecuación 


» 
z O-A f Ке, 1) z (t) dt=f (5) 


en ol espacio L, la, b] existe si, y sólo si, f (s) es ortogonal a 
todas las funciones propias фу (s) (j = 0, 4, ..., n — 1 
correspondientes al número característico A. Si esta condi- 
ción se cumple, la solución de esta ecuación tiene la forma 


DL рь (8) У) Cro) 
А o 


donde С, (k = 1, 2, 7 п — 1), son constantes arbitra- 
rias y en la primera suma están omitidos los sumandos con 
los números j, ¡+4,...,¿+n—l. 
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24.9. Hallar la solución de la ecuación 
i 
а (s)—» $ К, (s, 1) z (у dt =f (5), 
è 
en el espacio La la, 0] si: 
a) f (s) = s, 
s(t—1) para OLILIZA, 
Бе з (s—M) рага 0<t<s<1; 
b) f (s) cosas, 
(s+1) £ para O<s<1<1, 
Ж, 0 | (644) 5 para OI. 
21.10. Consideremos una ecuación diferencial lineal 


pos ans 
к-К (0 A y =P (0) [O] 
con los cooficiontes continuos ал (t) (k = 1, 2, ..., n) y 


las condiciones iniciales у (0) = ca, у (0) = с, ..., 
e. y" (0) = Coq. 
a) Demostrar quo para cualquier función continua p (2) 
es válida la fórmula 


faz jas... | o) = тур [os 
a 


y 


b) Haciendo d”y/dt” = х (t) у ompleando el resultado del 
apartado anterior, demostrar que la ecuación (*), teniendo 
en cuenta las condiciones iniciales, equivale a la ecuación de 
Volterra de segunda especio 

А 


«@— | Кв, Velle), 
о 


donde 
бт 
К (s, 0) = — 5 am O туг + 


mæt 


F) = F (5) пла (в) — (сә ав tena) 025) 
ару сво) an 0). 
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21.11. Empleando la transformación de Laplace resolver 
la ecuación 


=) кода), 
ә 


si: 
a) K (z) = e7, f (9) =1 +s; 
b) K (z) = sen z, f (s) 
с) K (z) = 2 cosz, f (s) 
d) K (2) = 1, f(s) = coss. 
24.12, Para Ia ecuación integral 


209 ÍK, 1) 2 (t) =) (s) 
ә 


dondo el núcleo К (з, t) es continuo рага а < =, t < b, 
Í (5) € С (а, b), consideremos la partición del segmento la, bl. 
а, эк== а-ЕВ/..., 3+ = а--2пһ,һ=—%®, 


E Zn 


Entonces, las igualdades 


» 
255) — | K (sn 9 2(0 4 = / (вк), k1, 2, ..., 244. 


son exactas. Con la "ayuda do la fórmula de Simpson las cam- 
biamos por las aproximadas 


24 
æ (s) — 2 АмК (Sh, Sm) 2 (Sm) =f (в), k==1,2,...,2n-+1 


dondo А, = Аза+т = АЗ, A, = А, =... = Asn = АА/З, 
a= As... == Аел = 20/3. El sistema de ecuaciones 
algobraicas lineales obtenidas, respecto a las incógnitas 
2 (Sm) (m = 1, 2, .., 2n + 4), puedo ser resuelta numé- 
ricamente; obtenemos como resultado valores aproximados 
do solución de la ocuación dada оп los puntos de partición. 
Elaborar y realizar on una computadora un algoritmo de 
solución numérica de la ecuación integral dada рага n = 5 
n = 10, п = 15 y comparar las aproximacionos obtenidas si 
а) a = 0, b = 1, K (s, t) =scosst, f (в) = 1 — sen s; 
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b)a=0, b=1, K, =s( 10), Г) = е 


== 


)a=0, box, 7 (0) = sens, 
зеп (5+2) sen (1-2) para O<s<t<a; 
Kis, 1)= 
En m ++) зеп (2-2) рага (<t<s <a; 


d) a = —4, b=4, К, 1) = 1,1255 + 1,1250 — 
— 3,3758% — 1,55t — 1,875, f (в) = $; 

e) а= 1, b=1, Kàs, 1) = —1,0255° — 4,125 + 
+ 3,3758 + 4,5st + 1,875, f (з) = 5. 

21.13. Sca que el núcleo y el segundo miembro de la 
ecuación (6) satisfacen las siguientes condiciones: 

4) las funciones K (s, 1) y K; (s, t) son continuas en ol do- 
minio a [Ls [t< b; 

2) K (s, з) # O para todos los 5; 

3) 4 в) € C' Ia, bl, f (0) = 0. 

Demostrar que la ecuación (6) equivalo a la ecuación de 
Volterra de segunda especie 


AGO) Й 
zot TO TS 
à 


y, por consiguiente, en el segmento [а, b] tiene solución úni- 
ca y continua. 
21.14. En la clase de funciones continuas, ¿existe la so- 
lución de la ecuación 
f @—5) (0 dt = f (8)? 
? 
si: 
a) у (s) = cos s; 
b) f (s) = sen $; 
с) f (s) = sen? s. 
21.15. Empleando la transformación do Laplace en el 
espacio С la. bl hallas la solución de Ja ecuación 


[xoia 
ó 
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si: 
а) K (z) = cos z, f (s) = sen s; 
b) K (2) = cos z, / (s) = s sen s; 
с) K (2) = соз 2, f(s) =s + 25; 
4) Ка) = е, f (8) = 55; 
e) K (z) = sen z, f (з) = 1 — соз s. 
21.16. Consideremos el operador А: L, (0, 11 —> £, [0, 1), 
1 
Az(s)= { e-t 1-11 z (f) de 
% 
y la ecuación 
Ах = |. q) 
1) Demostrar que 4* =A y 
1 
А*Ат (8) = f K (s, Yz(9 dt, 
o 
donde 
A 4) et! 
para OGSLIZGA, 
Ke ġ=) A ы, Р ¿a 


para 0<t<s<1, 


2) Hallar A*f = Af y рага a = 4; 0,1; 0,01; 0,001 y 
n = 10, empleando el método descrito en el problema 21.12, 
resolver numéricamente la ecuación (7) si: 


а) f (s) = 2s + e™ — 20-1; 

b) f (6) = æ (1 — s) + sh s; 

с) f (8) = 2 — e~ — e-t; 

a) f @) =A 2s +1) e eta), 

3) Demostrar que si f (s) Є C? 10, 4] y la ecuación (**) 


tiene solución = (t), entonces z (t) satisface la ecuación de 
Fredholm de segunda especie 


1 
(+ {ена (ав ри). 
o 
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4) Empleando los resultados del problema 21.6 е) у, la 
alirmación del punto 3) demostrar que la ecuación (**) no 
tiene solución para f (5) = as + b, ab + 0. 

5) Para / (s) = s, a = 1; 0,1; 0,01; 0,001 ул = 10, resol- 
ver numéricamente, usando el método descrito en el proble- 
ma 21.12, la ecuación (7) y explicar los resultados obtenidos. 


$ 22. Operadores no acotados en un espacio 
de Hilbert 


En un espacio de Hilbert complejo Н consideremos un 
operador linea] A con el campo de definición D (А) denso 
en H. Sea А* un operador conjugado de A. 

Un operador A se Пата simétrico si D (4*) > D (A) y 
sobre D (А) se cumple la igualdad A*z = Az. Un operador 
A se llama autoconjugado si D (A*) = D (А) y sobre D (А) 
se cumplo la igualdad А+ = Az. Así, la igualdad (Az, y) = 
= (т, Ay), para cualesquiera z, y € D (A), es válida tanto 
рага un operador simétrico como para un operador autocon= 
jugado. 

Un operador simétrico A so Пата no negativo si (Ax, х) > 
> 0 para todo = ЄР (A); positivo si (Ax, х) р> 0 para todo 
z €D (A) y (Az, 2) = 0 sólo para х = 0; definido positivo 
si oxiste un y > 0 tal, que para todo z ЄР (А) so cumple la 
desigualdad (Ах, х) > y || = IP. 

El operador U: L; la, bl —> Г, la, bl 


020) = [р $] +000:0 


con el campo de definición D (0) compuesto de funciones 
zx (t), que son dos veces continuamente diferenciables sobre 
[a, b] y satisfacon las condiciones do frontera 

бл (a)— aaz (а) 0, a+ 03220, 

Biz (0) + Baz” (0) =0, 1+ P30, 
so llama operador de Sturm—Liouville, Con esto se supone 


que p (t) € С! la, bL] y no se anula sobre la, b], g (t) € C (а, bl. 
TRÓREMA 22.1. El operador U es simétrico en el espacio 


Ly la, bl. 
Se llama función de Green para el operador U ala función 


— us) v (0) para ае, 
ба, ў= Y 
—= 7, 4 (09 (s) para a<t<s<b, 
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допао и (£) y y (£) son soluciones no nulas de la ecuación 
Их = O y son las que cumplen, respectivamente, las prime- 
ras y segundas condiciones de frontera W, = р (t) W (t) = 
= p (а) W (a), 


u(t) v(i) 
w (t) v' (8) 


es determinante. de Wronsky. 

TEOREMA 22.2. Sean sobre todo el la, bl p (0) > 0,4 (0 > 
>0, оп > 0; a, > 0, В. > 0, В, >0. Si se cumple al me- 
nos una de las siguientes condiciones: 

a) q (t) =£ 0; Б) a, 40; с) В, FO, 
entonces para cualquier f € C la, b) la ecuación Ох = f tiene 
la única solución x (s) € D (U) definida por la igualdad 


W(t)= 


ù 
z(s)= їсс, уйа. 


22.1. En el espacio L, [0, 1] consideremos el operador 
Az (у == — 02/140 con campo de definición D (А) compuesto 
de funciones х (t) tales, que z (t) Є C? [0, 11 y satisface las 
condiciones de frontera = (0) = = (1) == 0. Demostrar que А 
es un operador simétrico. 

22,2. Demostrar que el opcrador del problema 22.1 es no 
negativo. 

22.3. En el espacio L, la, bl consideremos el operador 
Az (t) = 1.25 con campo do definición Р (А) compuesto do 


funciones absolutamente continuas x (t) tales, que д' O € 
€ L, la, bl y satisfacen las condiciones de frontera z (a) 

= х (b) = 0. Demostrar que el operador А es simétrico, pero 
no es autoconjugado. 

22.4. En ol espacio L, (—оо, оо) consideremos el opera- 
dor Ax (t) == tz (f) con campo de definición compuesto de 
funciones z (t), para las cuales tz (t) Є L (—co, оо). Demos- 
trar que A es un operador autoconjugado. 

22.5. Demostrar que para cualquier operador A densa- 
mente definido еп H, se cumplo la relación (А (A))" = 
= N (4*). ¿Es válida la relación (№ (4) = R (А*) en 
esto caso? 

22.6. Demostrar que un operador simétrico A, para el 
cual R (4) = H, es un operador autoconjugado. 
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22,7. Sean A, B operadores simétricos (autoconjugados) 
con campo de definición común D, a, В € R. Demostrar que 
«А + BB es un operador simétrico (autoconjugado). 

22,8. Sea A un operador simétrico con el campo de va- 
lores R (A) denso оп H. Demostrar que el operador A”! exis- 
te y también es simétrico. 

22.9. Sea A Є £ (Н) es un operador autoconjugado aco- 
tado y sea que el operador A”! (acotado o no acotado) existo. 
Demostrar que A”! es un operador autoconjugado. 

22.10. Demostrar que los valores propios de un operador 


simétrico son reales y los vectores propios pertonecientos a 
diforentes valores propios Son ortogonales. 


22,11. Sea A un operador simétrico. Demostrar que las 
siguientes afirmaciones son cquivalentes: 

a) A es autoconjugado; 

b) A es cerrado у N (4* + il) = 0; 

с) R(A + il) = H. 

22.12. Consideremos la ecuación 


Po (t) 2" + pı (t) 2 + pa (t) = = Ф (t), 


donde po (t) € C! la, b] y no se anula sobre la, Б], y las fun- 
ciones p, (£), pa (t), p (2) son continuas sobre la, b]. Demos- 
trar que multiplicando las dos parles de la ecuación por 


h(t) = —ехр {| 200 ш) 


ésta se reduce a la forma Ux = f. 


22.13. Hallar la función de Green para el operador U 
para las condiciones do frontera: 


а) Uz = —z", х (0) = z (1) = 0; 

b) Uz = —z", 2 (0) = z (0), 7 (1) + z (1) = 0; 

с) Uz = =z" — z, z0 =2(4) =0; 

d) Uz = —z" + z, z (0) = z (1) = 0; 

e) Uz = —z" + z, х (0) = 2 (0), z (1) + ya (1) = 


22.14. Reducir a la ecuación integral en el espacio 
L, [0, 1] la búsqueda de la solución de la ecuación diferencial 
dada para las condiciones de frontera indicadas: 


а) —(1 + t?) z” — 2tx' + àz = 0, z (0) = х' (1) = 0; 
b) —z" + àz = f (t), х (0) = 22 (0), =) = 
9) —z" + àz = f (t), z (0) + 2 (0) = 0, z (1) = 0. 
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22.15. Demostrar que para las suposiciones del teore- 
ma 22.2: 


a) el operador de Sturm—Liouville es no negativo; 

b) el conjunto de valores propios del operador de Sturm— 
Liouville cs no vacío, no más que numerable y no tiene pun- 
tos límites finitos; 

с) todos los valores propios del operador de Sturm—Liou- 
ville son positivos; 

d) el subespacio propio del operador de Sturm—Liouville 
correspondiente al valor propio dado es unidimensional; 

e) el sistema de valores propios del operador de Sturm —- 
Liouville es denso en el espacio Z, la, Б]. 

22.16. Demostrar que para las suposiciones del teore- 
ma 22.2: 

а) la forma cuadrática (Uz, x) llega a su mínimo sobre el 
conjunto D = D (U) No, (0); 

b) mín (Uz, z) = (Uzo, xp) = А, donde А es ol valor 

Ё л 


propio mínimo de U у х, es una función propia normada con 
el valor propio A. 

22.17. Empleando ol problema anterior demostrar que 
el valor mínimo do la funcional 


1 
v()= { lz’ (0ш 
è 


considerada sobre un conjunto de funciones z (t), dos veces 
continuamente diforenciables sobre [0, 1] y que satisfacen 
las condiciones 


1 
2(0)=2(1)=0, [2 (0) de 1, ез igual a nê; hallar la 
0 


función z, (t), sobre la cual esto valor se roaliza. 
22.18. Demostrar que el operador U: L,la, 0] 


> Lola, bl, Uz (t) = —dx/d* con campo de definición 
D(U)= {z (t) € L, la, bl: z (t) Є C? la, dl, z (а) = 
= z (b) = 0) 
es: 


a) positivo; 

Ъ) definido positivo. 

22.19. Demostrar que para un operador positivo А y una 
función arbitraria f Є Н la ecuación Ax = f no puede tener 
más de una solución. 
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22,20. Al considerar el operador Ų del problema 22.18, 
comprobar que la solución de la ecuación Uz = f existe sólo 
para algunas f € L; la, b). 

22.21. Para un operador positivo A y un elemento fijado 
1 Є Н consideremos una funcional de la energía 


F (2) = (Ах, z) — 2Re (z, f) 


definida sobre D (A). Demostrar que si la ecuación Ax = f 
tieno solución, en ésta, precisamente, se realiza el mínimo 
de F (2). 

22.22. En las condiciones del problema anterior demos- 
trar que si existe el elemento х, € D (4), sobro el cual se 
realiza el mínimo de la funcional de la energía Ё (х), enton- 
ces xy satisfaco la ecuación Az = f. 

22.23. Domostrar que para un oporador positivo A la 
igualdad (=, yl, = (Ат, y) da un nuevo producto escalar 
(llamado energético) para z, y € D (А). 

22.24. Para un operador definido positivo A у= ЄР (А), 
la norma energótica se introduce por la igualdad 


Izla =y iz, sja =V (42, 2). 


Demostrar que si A es un operador acotado, la norma energé- 
tica equivale a la norma de H, 

22.25. Para un operador definido positivo A considere- 
mos una completación / д de la variedad lineal D (А) respec- 
to a la norma energética (el espacio energético del operador 
A). Demostrar que H a está encajado en H y es denso en él. 

22.26. Demostrar que el espacio energético Hy del ope- 
rador U del probloma 22.18, es un espacio de Sóbolev 


ía, b) (убазо el problema 4.27). 

22,27. Sea A un oporador definido positivo. Demostrar 
que su funcional de la energía (véaso el problema 22.21) puedo 
estar prolongado desde D (А) sobro el espacio energético H 4. 

22.28. Demostrar que en el espacio energético H do un 
operador definido positivo A existe un elemento xo у, ade- 
más, es el único, sobre el cual la funcional de la energía 
llega al mínimo (en correspondencia con Jas afirmaciones de 
los problemas 22.21 y 22.22, x, se llama solución generalizada 
do la ecuación Az = f). 


Capítulo 6 


Operadores y ecuaciones no lineales 
en espacios de Banach 


$ 23. Diferenciación de operadores no lineales 


Sean: X, Y, espacios de Banach, у F: X -» Y, un opora- 
dor no lineal con campo de definición D (F) с X. Se deno- 
mina: 

continuo en el punto xp € D (Е) si de х, ЄР (F), 
Ша, — zo > 0 para в оо se deduce que || F (zn) — 
— Р (20) | 0 para п - оо; 

continuo sobre un conjunto М = D (F) si es continuo en 
cada punto £ € D (F); 

totalmente continuo si es continuo sobre D (F) y trans- 
forma todo conjunto acotado, situado en D (Е) оп un con- 
junto compacto en el espacio Y; 

acotado sobre un conjunto М с: D (Е) si sup 1 (2) || <oo. 

En 


Un operador no lineal Ё (х) definido on un entorno $ de 
un punto 2, de un espacio de Banach X y con valores en un 
espacio de Banach Y, so denomina diferenciable en el punto 
xy en el sentido de Fréchet si existe un operador lineal A € 
EL (X, Y) tal que para todos los z E S 


F (2) — F (zo) = А (z — хе) + o (2— zo), 


donde || ® (2 — zo) li = о (|| — zo |) cuando z — xo. Con 
esto cl operador А se denomina derivada de Fréchet del ope- 
rador F en el punto y se denota mediante Ё” (z£), mientras 
que la expresión /” (zo) В = аР (xo; h) se Mama diferencial 
de Fréchet del opurador F en ol punto же para el incremento A. 

| Soa Fh (2, .. -, Za) un operador que depende de К va- 
riables zı, ..., Xa EX con valores en Y. El operador 
Fh (ш, ..., Za) se denomina k-lineal si es lineal respecto а 
cada uno de sus argumentos z; con los restantes fijados. Un 
operador k-lineal Fh (%,, . .., х) se denomina acotado si 
existe una constante т Є R, m > 0 tal, que 


Fa (к... з) Ш от а |... Па lle 
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La menor de estas constantes т se llama norma de Ё, y so 
designa por || Ух || Un operador k-lincal Fp (Zi o, £a) 
se llama simétrico si sus valores no varían para ninguna гоог- 
denación de sus argumentos. Sea Ёк (тү, . - ., д) un opera- 
dor simétrico k-lincal. El operador Fy (ту, .. ~, Ta) se deno- 
mina operador h-potencial y se denola mediante Рух". 

En adelante el operador k-lineal se escribirá Рад, ... 
dira Жу» 

Sean: un operador F (т) diferenciable en un entorno 5, 
y el diferencial 4Ё (z; А), también diferenciable en un рип: 
to zo: 


F (zo + g) h — Е (zo) h = (B8) h + p (8) h, 


donde |l p ©, Il = о (Il g 1) para g— 0. Con esto el opora- 
dor В = Р (2) € £ (X, £ (X, Y)) so denomina segunda 
derivada del operador F (da оп el punto zp. De la definición 
de Æ” (£o) se desprendo que 4” (де) hg cs un operador simóbri- 
co bilincal acolado. En adelanto 


ФЕ (zy, h) = d [dF (z; №); то, 8l lger 


de donde 222 (20; h) = F” (xo) h? es un operador cuadrático o 
bipolencial, obtenido del bilineal cuando g =. 

Si а^? (z; h) = P0 (х) h” ya está definido, suponiendo 
su diferonciabilidad en el punto ze se pone 


дпр (xo; h) = d {АЗР (х; h); ху, E) lumens 


de donde 0" (zọ h) = F"* (2) ht, El operador 
Е £o) hi, ..., hn оз un operador simétrico n-lincal, y 
dF (xo; h), un operador n-potencial. 

Sean: Fax" operadores k-potenciales de X en Y (Е €N), 
y Fo € Y. Compongamos una serio de potencias formal 


Ў, r P= Р). 
h=0 


Supongamos que la serie numérica 
s 
D iP 211", 
o 


que mayora la de potencias que consideramos, Liene radio de 
convergencia Pu > O. Entonces, en toda bola $, (0), dondo 
р € (0, Pu), la serie de potencias dada convergo absoluta у 
uniformemente. Sean р, >0 y F (х) la suma de la serie de 
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potencias dada, es decir, 
a 
Y Pt Р(х) 
xeo 
cuando лп > co. Entonces el operador F (х) se Пата operador 
analítico en el punto z = 0. 
Si está dado un operador infinitamente diferenciable 
P (т), la sorie de potencias 


A Fw, 
A 
к=з 


se Пата serie de Taylor de F (х) en el punto z Ya que el 
desarrollo del operador Ё (т) en sorie de potencias es único, 
toda serio de potencias de un operador analítico es su serie 
do Taylor. 

23.1. Domostrar que ol operador A: l,— l, Az = 
= (д, 22, 23, ...) para ж = (т, Za, ...) E la ostá dofinido 
para todos los т de Ї,, es continuo сп cada punto del espacio 
l, pero no es acotado sobro ninguna bola 5, (0) para r > 1. 

23.2, Sean: X, un espacio de Banach de dimensión infi- 
nita; ЄЙ, 0< e <1; х, EX (п EN) una sucesión tal, 
que || =. I = 4 (REN) y || Za Zn || > е para ksn (la 
existencia de x, se desprende del teorema 15.4). Considere- 
mos una funcional f determinada por las siguientes condicio- 
nes: 

1) en = k (k €N); 


2) (2, р = É са || on la hola $, (zn) (REN); 


3) fuera do las bolas у, (za) (т, f) = 0. Demostrar que 
f es continua sobre X, pero no es acotada sobre la bola 
llz ll <1 + e/2. 

23.3. Sean X, Y, espacios de Banach de dimensión fi- 
nita. Demostrar que cualquier operador continuo F: X > Y 
es totalmente continuo, 

23.4. Sean: X, Y, Z, espacios do Banach; F: X > У, un 
operador continuo acotado sobre D (F); A: Y —> Z, un ope- 
rador totalmente continuo lineal. Demostrar que el operador 
AF es totalmente continuo. 

23.5. Demostrar que todo oporador totalmente conti- 
nuo F: X —> Y es acotado sobre cualquier conjunto acotado 
MED (Р). 
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23.6. Sea una función K (t, s, z) continua en un con- 
junto de variables en el dominio 0< +, s <14, |z| <r. 
Considoremos el operador 


1 
Р) È K (t, s, 2(5)) ds 
o 


definido sobre la bola 5, (0) dol espacio С [0, 1]. Demostrar 
que el campo de valores Л (F) se sitúa on el espacio С [0, 1] 
y que el operador F оз totalmente continuo sobre la bola 
5, (0). 

23.7. Sea que una función f (t, т) está definida para 
0<t<1, —оо < 2 < оо y оз continua en un conjunto do 
variables. Consideremos el operador 


F (2) = f (t, 2 (0), 


definido sobro el ospacio С 10, 11. Demostrar que el campo do 
valores Л (F) está situado en ol espacio С [0, 11, que el opera- 
dor es continuo y acotado sobro cada hola, ¿Es totalmente 
continuo el operador Ё? 

23.8. Sca un operador F: X -» Y diforenciable en el 
punto т, € X. Demostrar que Ё es continuo en el punto лу. 

23.9. Sea un operador F: X => Y constante sobre un con- 
junto abierto D © X. Demostrar que F' (х) = 0 sobre D. 

23.10, Sea F (2) = Az donde, А € Z (X, У). Demos- 
trar que Г (z) = A. 

23.11. Sean Г: X>Y у б: X > Y oporadores dife- 
renciables en el punto z,. Demostrar que el operador gF + 
+ BG, donde a y В son escalares, ез también diferenciable en 
el punto 2, y que (aF + BGY (za) = ar” (хт) + BG" (zo). 

23.12. Sean un operador y = F (z), F: X —” Y diferen- 
ciable en el punto zo, y un operador z = G (2), G: Z- X 
diferenciable en el punto zo, además, С (т) = zp. Demostrar 
que en un entorno del punto z, está definida la superposi- 
ción 


y = (F + G) (2) = F (б (2), 

que el operador F + С es diferenciable en el punto =, y que 
(Fx С) (20) = F’ (2) C (z0). 

23.43. Hallar las derivadas de Fréchet de los funciona- 


le F (2) = (2, 2) у G (2) = || z || еп un espacio do Hilbert 
real. 
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23.14. Sea que una función y = f (z), f: Ң—- R está 
definida en ol entorno de un punto ту. Demostrar que su deri- 
vada ordinaria f’ (ть) coincide con su derivada de Fréchet оп 
el punto Zo. 

23.15. Sea que una aplicación F: Е? > E” dada en coor- 
denadas cartesianas por las fórmulas 

u =u (z, y), v= v (2, у), 
está definida еп el entorno del punto (Zo, Yo). Domostrar que 
si F es diferenciable en el punto (Zo, Уа), su derivada do Fré- 
chot se dofine por la matriz de Jacobi 


á dz Фу 
T” (Zor Y) =) г, ya) доб Yo) 
са Фу 


23.16. Soa que la aplicación del plano complejo en sí 
Р: C—C so defino por la fórmula о = F (z), dondo z = 
= z -} iy, o = u + iv. Demostrar que si F es diforenciablo 
en un punto z, en ol sentido de Fréchet, entonces en el punto 
Za == Zo + iyọ se cumplen las condiciones de Cauchy— 
Riomann 

ди (ть, Mo) AV (Zo. vo) д0 (Zo, мө) _ _ ди (а, Ме) 
dz | жи. dz dy 


23.17. Sea que una aplicación F: Æ*— E”, definida en 
las coordenadas cartesianas por las fórmulas 

Yi = fi (а, La +++) Za), E= 1, 2, ..., n, es diforon- 
ciable según Fréchet en el punto 2° = (27, ..., 28). De- 
mostrar que F” (2%) es dada por Ja matriz de Jacobi 


rA, imi, ТИЧЕ A 


23.18. Calcular la derivada do Fréchet de las siguientes 
aplicaciones: 

а) F: Е? >R, y= ту +23 + т} en el punto (1, 4, 1); 

b) F: R— Ё?, y, = sen xt, уз = cos nt, ya = t оп el 
punto #= 1; 

о) Е: Е%—› ЁЗ, y, = ех sen л», Ya == € соз NTa, Уз == 
= е® en el punto (1, 1); 

d) Е: por, y =Vi= HAD % ọ, у= ллу en 
ol punto (1, 4, 1). 

23.19. Sea una aplicación F: E" => Z” diferenciable en un 
punto xo, siendo ze == G (fe) donde G: E” —> E" os diferen- 
ciable en el punto tọ. Hallar (F + б)' (tẹ). 
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23.20. Sean las funciones f (ж, и) уў, (z, и) continuas en 
un conjunto de variables para g € la, b], —оо < и < оо. 
Consideremos el operador F: С la, b] — С la, bl, F (и) = 
= f (z, u (2)). Demostrar que la derivada de F en un punto 
ue (х) Є С ta, b} y su diferencial en esto punto para un incre- 
mento h (х) € С la, b] equivalen a Р” (up) = fu (2, uo (2) y 
ЧЕ (uo, №) = fu (2, шо (2)) № (2), respectivamente. 

23.21. Hallar las derivadas de los siguientes operadores 
en el punto и: 

а) F (и) = sen u (х) en el espacio C [0, л], uy (z) = 
= созу; 

b) F (и) = cos u (х) оп el espacio С (0, л], u, (z) = 
= sen т; 

с) F (и) = и (х) — е0) en el espacio CO, 11, 
цо (2) = O; 

d) F (и) = Pu (х) + sh u (z) en el espacio CIO, 1}, 
Uy (ж) = 0. 

¿En qué casos el operador 7” (uy) es continuamente in- 
vertiblo? 

23.22, Soa una función f (x, s, ш) continua on un conjun- 
to de variables para a S z < b, —оо < и < oo junto a la 
derivada parcial ў, (2, s, и). Domostrar que el operador inte- 
gral F: Cla, bl—>C (а, 0) 

А 


P(u)=u(2)— | f(x, з, u (s) ds 


a 


es diferenciablo en todo punto и, (х) € С la, b) y 
a 
Fr (uo) h=h (2) — | falm з, uo(s)) В (в) йз. 


23.23. Hallar la derivada de Fréchet respecto а u en el 
punto uy = O del operador integral F: С [0, х] — С 10, л] 
con el parámetro A 


F(u)=u(2)—2 ] cos (2 + и (в)) ds. 
o 


Hallar todas las soluciones de la ecuación F’ (0) h = соз z. 
23.24. Sea un operador F: X —> Y continuamente dife- 
renciable en cada punto del segmento [z,, =] < X. De- 
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mostrar la fórmula de incrementos finilos 
: 
В) Еа) | Р' (а 0 (а) (222) 40. 
0 


23.25. Demostrar que si un operador F: X — Y es con- 
tinuamonte diferenciable sobre el segmento [x,, xy] < X, en- 
tonces satisfaco la condición de Lipschitz || Р (=) — 
— F (2) I| S а — т» || donde ¿ = sup B ki (2) Il- 

EEES 

23.26. Sea un operador P: X — Y continuamente dife- 
renciablo sobre el segmento [x,, £4} с X у F’ (х) = O sobre 
151, za]. Demostrar que Ё (х) es constante sobre [2,, xo]. 

23.27. Sea un operador F: X > У continuamente dife- 
renciable sobre un conjunto convexo Q с X у F (х) = 0 
sobre Q. Demostrar quo F (z) es constante sobro Q. 

23.28. Sea un operador Ё: X — Y diferenciable sobre 
un conjunto convexo Q œ X, adomás para cualesquiera 
ж, 2. E Q so cumple la desigualdad 


NE (а) Р (2) < L Il z — za i, 


os decir, F’ satislace sobre Q la condición de Lipschitz con 
una constante l. Demostrar que para cualesquiera дү, х, € 
Є Q ез válida la desigualdad 


ПР) Р (ж) Р (хә) (а — ж) <р aa 


23.29. Sean: un operador F: X -> Y diferenciable sobro 
un conjunto convexo Q с X, y la derivada F' (х) continua 
en el punto т. Demostrar que para cualquier e > O existe 
un б = 6 (e, zp) >O tal, que 


ПА (х)— F (y) — Е (zo) (£ у) 1 S e lle — y Il 


para todos los z, y Є Q N Ss (zo). 

23.30. Sea f, (т) (п € М) una sucesión de funciones di- 

ferenciables sobre (—оо, co). Sea también que las funciones 
fn (z) y sus primeras derivadas son equiacotadas y equicon- 
tinuas sobre cada segmento la, b]. Sobre el еврасіо"т de su- 
cesiones acotadas definamos el operador F; 
E (зды... а...) = (fa (а), fa (Ж), > > +3 fn (En) > ~) 
Demostrar que el campo de valores Ё está en el espacio т, 
que el operador F es diferenciable en el sentido do Fréchet y 
hallar el operador F’. 
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23.31. Hallar la derivada de Fréchet de la funcional 


М 
т) | Ot, 20), z (Dat, 


definida sobre el espacio de Banach C! [a, bl de funciones 
= (t) que son continuamonte diferenciablos sobre [а, b} y se 
anulan en los extremos de la, b]. Se supone que la función 
Ф (х, y, 2) es dos veces continuamente diforenciable. 
23.32, Sea Fra* un operador acotado k-potencial. De- 
roostrar la validez do la fórmula del binomio de Newton 


һ 
Fr(24h)= A А 


23.33, Empleando la fórmula del binomio de Newton del 
problema anterior, demostrar que todo operador acotado 
k-potoncial Pyz* es diforonciable on el sentido de Fréchot en 
todo punto = y (Fpa) = ЕЁкх^—\, 

DELL h) = Рулла. 


23.34. Demostrar que todo operador acotado k-lineal es 
continuo en cualquier punto £ = (Zp Zy, .. ., т). 
23.35. En el espacio с" de columnas m-dimensionales 


E у= UNA 


consideremos el operador y = F (z,, £), definido por las 
fórmulas 


n=, 2, PAZ, К=1,2,....т, dP ER. 


Demostrar que Ё (zı, x,) es un operador acotado bilineal. 
Hallar la estimación de su norma, ¿Cuál es el operador cua- 
drático correspondiente? ¿En qué caso es simétrico el opera- 
dor Р (21, 22)? 

23.36. En el espacio С 10, 1] consideremos el operador 
integral cuadrático 


1 
(Pax?) (t) = £ (0) {кф в) 2(5) ds, 
ё 
dondo la función К (t, s) es continua en el cuadrado 0 < t, 


s<t 
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a) Hallar el operador simétrico bilineal que le corres- 
ponde. 

b) Calcular las derivadas F,x* de cualquier orden. 

23.37. Sea С? 10, 1] un espacio de Banach do funciones 
2 (i) que son dos veces continuamente diferenciables y satis- 
facen las condiciones de frontera z (0) = = (1) == 0. Conside- 
remos el operador Е: С° [0, Z — CIO, 1), F (z) = т" + 
+f (t, z), donde la función f (t, z) es continua junto a la 
derivada parcial f, (t, z) en un conjunto de variables en el 
rectángulo 0 #1, |х |< г. Sea xo (t) ЄС (0, П y 
Ilza Il <r. Domostrar que 

F’ (жу: = 2° + fx (t, zo (0) 2. 
23.38. Consideremos el operador diferencial no lineal 


P (a= 25 son z (t) 


que actúa desde el espacio С? [0, 41 al espacio CIO, 11 
a) Calcular d*F (xo; h) (% €N) donde za (t) = t. 
b) Desarrollar Ё (х) en una serie de Taylor en ol punto 
20) = t 


23.39. Sea У) Fax“ una serie do potencias de X en Y. 
БЕ 


Domostrar que su campo de convorgencia О es una C-es- 
trolla alrededor del punto 0, es decir, en cuanto EQ, 
ATEQ рага |А [5 1. 

23.40. Demostrar que el radio do convergencia py de una 
serio de potencias puedo definirse según la fórmula de Cau- 
chy-—Hadamard 

1 
а TFT 


neo 


Ри = 


23.41. Sea pu >> 0. Demostrar que para cualquier р € 
Є (0, Pu), la serie do potencias converge absoluta y unifor- 
memente en la bola S, (0). 

23.42. Sean X = E?, Y = R. Hallar el campo de conver- 
rencia О y el radio de convergencia р, para la serie de po- 


tencias У) (xx) 
б 


23.43. Sen ры 2 0. Demostrar que el desarrollo de 
F (х) en una serie de potencias es único, 
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23.44. Sor un núcleo K (2, s) continuo en el cuadrado 
a<t, 5 <. Consideremos el operador integral no lineal 


А 
Р (а= в) |К, s) eds. 


que actúa en el espacio С la, bl. 
Demostrar que Р (х) se desarrolla en la serie de Taylor 
соп р, = оо y escribir su desarrollo. 
23.45. En el espacio C [0, 71 consideremos el operador 
= (9 
Pao: 
Domostrar que P (2). definido sobre la bola || z || < T-t, os 
analítico en el punto zy=0 y pu = 77 
23.46. En el espacio С, (véase el problema 7.31) consi- 
deremos el operador 
oa ай 
Р(х) = trO: 
Demostrar que F (х) está definido sobre la bola [| = lla < 
< ea, es analítico en el punto хо = 0 ур, = ea. 


$ 24. Principio de aplicaciones contraídas, 
proceso iterativo de Newton y principio 
del punto fijo de Schauder 


Un operador no lincal Ф (z) que aplica en sí un conjunto 
Q situado еп un espacio de Banach X se denomina contraído si 
existe un número q Є (0, 1) tal, que para cualesquiera =, 
у Є О se cumple la desigualdad 


ПФ (2) — Ф (y) <a 1] z—y ll. 


El número q se Пата coeficiente de contracción. Un punto a* 
se denomina punto fijo del operador Ф (z), Ф: X—=>X si 
O (21) = 2, 

TEOREMA 24.1. Sea Ф (z) un operador contraído sobre un 
conjunto cerrado О. Entonces en Q existe y es único el punto 
Fijo x* del operador Ф (х). La sucesión de iteraciones 


En =O (Tna) n=1,2,..., 


donde z, Є Q es arbitrario, se encuentra еп Q y £n > x* para 
n-~» co. Es válida la estimación de velocidad de convergencia 


E 1D (20) — ll- 


[ES 
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COROLARIO, Sea que el operador ® (х) aplica la bola cerrada 
S, (a) en X, representa contracción sobre esta bola con el coefi- 
ciente de contracción q, con tal que || O (a) — a |< (1 — 9) г. 
Entonces Ф aplica S, (a) en sí y sobre Q = 5, (а) es válida la 
afirmación del teorema 24.4. 

TEOREMA 24.2, Sea que en la bola S, (xp) se cumplen las 
siguientes suposiciones: 

1) un operador Е: X — Yes diferenciable y su derivada 
cumple la condición de Lipschitz, es decir, para cualesquiera 
зң, Za ES, (vo) se verifica la desigualdad || F’ (ху) — Е (ту) i 
=! ж, — za Il; 

2) el operador Е" (z) es continuamente invertible y para 
cualquier z € S, (xo) se cumple la desigualdad || [Р' (2) < т; 

3) un punto xo es tal, que || Е (а) Sn (l, m, y son 


constantes). Entonces, si q=- m?ly, r' =m Y) д, 
жеб 
la ecuación Е (х) = 0 tiene la solución х* Є $„ (ту) hacia la 
cual converge el siguiente proceso iterativo de Newton: 
En = Enam IF" (En) F (2а), MEN, 
comenzado a partir de xp. La velocidad de convergencia de £n 
hacia x* puede estimarse partiendo de la igualdad 


anos 
Па а AA 


TEOREMA 24.3. Sea que se cumplen las suposiciones 1), 2) 
3) del teorema 24.2. Si 2m*ln LA y 


1— Ил 
mi <r, 


r 


entonces, en la bola Š, (xo), la ecuación F (х) = 0 tiene la 
única solución x*, a la cual converge el proceso modificado de 
Newton, comenzado desde хо, 
Lp аа — IE" (о) Р (2а), REN 
Es válida la estimación de la velocidad de convergencia 
U= Ит)" 
— ar ¡<A 
Vd Gm 
TEOREMA 244. Sea que un operador Ф (х) aplica en sí un 
conjunto convexo acotado-cerrado D de un espacio de Banach X. 
Entonces, si Ф es totalmente continuo sobre D, posee un punto 
fijo sobre D. 
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CONOLARIO Si un operador continuo Ф aplica un conjunto 
convexo cerrado D de un espacio de Вапасћ X еп un conjunto 
compacto Da © D, este operador tiene punto fijo sobre D. 

24.1. Demostrar que el operador O: R —> R, O (t) = È 
es contraído sobre la bola 5, (0) = {2 Є R: |2 | <r} donde 
r <1/y 3, pero no es contraído eu los entornos de los puntos 
fijos i = 14 y t = —1. 

24.2, Sca quo una función v = f (1) está dada y es difo- 
renciable sobre [a, b] y aplica en sí esle segmento, además. 


áx If da 
ау г< 


Demostrar que la ecuación f (t) = £ tiene solución única so- 
bre la, 0}. 

24.3. Sea que una función = = f (t) está dolinida y es 
difereuciable sobre Lodo el ejo real y para cualquier ¿€ R 
so cumple la desigualdad: 

a) IS (M1<1<1,b)f (4) |22 А 2 1. Domostrar que 
la ecuación f (t) = t tiene solución única. Ы 

24.4. Consideremos la ocuación 2te! = 1 (t € R). 

a) Demostrar que esta ccuación tieno solución única que 
está en el intervalo (U, 1). 

D) Reducir Ja ecuación а la forma convenionte para com- 
poner iteraciones y determinar ol número do iteraciones nece- 
sarias para que la solución aproximada se diferencie de la 
exacta en no más de 0,01, si en calidad de aproximación ini- 
cial se toma ty = 0. 

с) Elaborar y realizar en un ordenador un programa de 
búsqueda de una solución aproximada, imprimiendo el resul- 
tado de cada iteración. 

d) ¡Resolver esta misma ecuación empleando el programa 
estandar y comparar los resultados. 

24.5. Demostrar que toda aplicación continua en sí de 
un segmento tiene punto fijo. 

24.6. Sea dada la ecuación F (t) = 0 donde y = F (1) es 
una función continuamente diforenciable sobre [a, b]. Consi- 
deremos la ecuación equivalente ż —– АР (1) =: donde 
A E К. ¿So puede escoger siempre el valor del parámetro А 
@ molo que cl operador 2 > t — ÀF (t) sea contraido sobro 
a, b]? 

0147: Consideremos la ecuación # 4 #4 1 = 0 (Є 
ER). 

a) Demostrar que esta ecuación tiene raíz real única y 
hallar el segmento donde se encuentra la misma 
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b) Reducir la ecuación а una forma que permite resolver- 
la por el método iterativo. 

с) Hallar el número de iteraciones necesarias para doter- 
minar la raíz con error no superior a 0,01. 

d) Elaborar y realizar en un ordenador un programa de 
búsqueda do la solución aproximada, imprimiendo o) resul- 
tado de cada iteración. 

e) Resolvor esta misma ecuación empleando el programa 
estandar. 

24.8. Durante el movimiento de un planeta alrededor del 
Sol por una órbita elíptica, en un momento de tiempo £ cal- 
culado a partir del instante do paso del punto do perihelio, 
su posición se determina por la ecuación de Képler 


Е — езеп Е = 2л, 


дордо Æ es la anomalia excóntrica que determina la posición 
del planeta, е la excentricidad de la órbita (0 < e < 1) y 
T el período orbital. 

a) Demostrar que para cualquier ¿ la ecuación de Képler 
tiene solución única que determina la función Е (t) € 
ECIO, 7]. 

b) Tomando е = 0,5, t € [0, 7] determinar el númoro de 
itoraciones necesarias para hallar Æ (t) con error que no 
supere 0,01, si en calidad de aproximación nula se toma 

о == 0. 
с) Elaborar un programa de computación рага la bús- 
queda de la solución aproximada y realizarlo imprimiendo el 
resultado de cada iteración. Trazar la gráfica de Æ (t) sobre 
Шул T] para е = 0,5, tomando los valores de ? con un paso 
2 


d) Elaborar un programa para ordenador, que permito de- 
terminar la dependencia de Æ (7/4) respecto a e, tomando en 
cuenta que con el cambio do e varía también el número de ite- 
raciones necesarias para llegar a un error que no supero 0,01. 
Empleando este programa, trazar la gráfica de E (7/4) para 
e € (0,25, 0,75], con paso 0,05. 

24.9. Consideremos la ecuación = (t) = t + ez (t*), don- 
де 0 е 1, k>1. 

a) Demostrar que esta ecuación tiene la solución única 
z (t) € CIO, 11. 

b) Haciendo х, = 0, e = 0,5 determinar el número de 
iteraciones necesarias para hallar = (t) sobre [0, 1] con un 
error que no supero 0,01. 
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с) Elaborar un programa para ordenador y emplearlo 
Para trazar la gráfica de z (2) sobre [0, 3] tomando los valores 
de { con el paso 0,1 para є = 0,5 у k que cambia de 2 a 7 
con el paso 1 

24.10. Demostrar que рага O Ga < 1 las iteraciones 


алмаа 0—0), 2 =0, nEN, 


convergen hacia Y a. 
24.11, Demostrar que la sucesión de fracciones encado- 
nadas 


23 245; 24 


ticno límite y hallarlo. 

24.12, Demostrar que en el espacio Æ” una aplicación 
lineal A: £">L* con la matriz || ayy I (i, =1,2, -.., п) 
sorá contraída si 


5 
È layli. 
ы 


24.13. Domostrar que en el espacio с" una aplicación 
lineal А: с" с" con la matriz || ау (i, FS 1,2, ..., п) 
será contraída si 

n 
máx ai] TA. 
ом, A tou! 

24.14, Demostrar que en ol espacio Ї" una aplicación 
lineal A: 21—- 1" con la matriz [ay (i, j = 14, 2, --., п) 
sorá contraída si 


máx 
dd A it 

24.15. Transformar los siguientes sistemas de ecuaciones 
algebraicas lineales, de modo que se los pueda resolver por el 
método iterativo: 

a) 22 + y b) 3z + y = 4, 

= — Зу = + 2y = 3. 

Investigar НИ carácter de aproximación de iteraciones a la 
solución exacta. 
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24.16. En el espacio Æ”, consideremos un sistema de 
ecuaciones algo icas lincales Cz =b donde z, b € E", 


C= licy Il (ë, j 2, п). Consideremos el sistema 
equivalente = = ac de Ту — Ab donde A Є R, Г es una ma- 
triz unidad. Hagamos A = AC -} £ y compongamos las ite- 


raciones £n = Áza-; — А, n EN, donde =, Є Е" es arbi- 
trario. Supongamos que se cumple la siguiente condición: 


(2 а) >a) 2 а 
т “5 


Demostrar que existe un À Є R, рага el cual el proceso itera- 
tivo convergo hacia la solución del sistema inicial. 
24,17. Consideremos el operador A: С [0, 1] -> C 10, 1] 


А 
Ах (0) =. | 2(т) 004-1. 


a) Demostrar quo para |А. | << 1 este operador es con- 
traído en el espacio С (0, 1]. 

b) Hallar un punto fijo de este operador para А = 0,5. 

e) Tomando como aproximación inicial z, == 0, compo- 
ner iteraciones y comprobar que son sumas parciales de la 
serio do Taylor para el punto fijo. 

d) Hallar la estimación del error que aparece on el n=ési- 
mo paso del proceso iterativo partiendo de la estimación 
del término residual en la fórmula de Taylor y de la estima- 
ción en el teorema 24.4. 

е) ¿Tiene puntos fijos рага |4|>1 el operador que 
consideramos? 

24.18. Sea Ф: X > X un operador continuo que trans- 
forma en sí el espacio do Banach, y tal que alguna iteración 
suya es operador contraído sobre X. Demostrar que el ope- 
rador O tiene punto fijo en X. 

24,19. Poner un ejemplo de un operador Ф: X ~> X que 
transforma en sí un espacio de Banach X, satisface la condi- 
ción || O (z) — Ф (у) || < Il z — y ll para z, y EX (z = y) 
y no tieno punto fijo en X. 

24.20. Sean Q un conjunto bicompacto en un espacio de 
Banach X, Ф: Q > Q un operador que satisfaco la condición 
ПФ (х) — Ф (y) < Hz — y [| para zy. Demostrar que 
el operador Ф tiono un punto fijo único en Q y las iteracio- 
nes £n = Ф (2,1) (n EN) convergen hacia ese punto рага 
cualquier zo € Q. ¿Es contraído el operador Ф? 
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24.21. Consideremos la ecuación 


А 
2(5)—А | ке, 1) x (8) dt =f (s) 
o (I — àA) z = f, donde À €C, у (s) EC la, bl, K (s, £) es 
continua para a <s, t< b, М = máx ТЕ (в, 2) |. 


а, аЬ 
a) Empleando el teorema 24.1 demostrar que para 
1A |< 1/(М (b —a)), la ecuación dada tiene la solución 
z (з) C la, b] que, además, es única. 


b) Demostrar que para |А |< 1/(M (b — a)) 
z= (1 — АА) = (DA 5А 4 МАЗ nna) 
y que А” es un operador integral con núcleo 
a 


Kals, уе | ко, т) Kai (T. да, п=2,3,..., 


à 
K, (T, t) =K (t, 1). 
c) Demostrar que la serie de Neumann 
o 
У АК, (в, 0) 
=“ 
converge uniformemente en el círculo | A | < 1/(М (b — а)) 


y su suma Д (s, t, A) (la resolvente del núcleo) es analítica 
respecto a A en este círculo. 


d) Demostrar que рага | A | < 1/(M (b — a), la solución 
de la ecuación dada tieno la forma 
a 


a | R(s t, 91d. 


24.22, Demostrar que para [А | < 1/(M (b — a)) la re- 


solvente R (s, t, A) del núcleo continuo К (s, t) satisface las 
ecuaciones: 


ь 

a) R(s,t,2)=2 $ K (s, т) А(т, t, %)йт-Е K (в, t); 
% 

b) R(s, t, A) ZA $ K (1, t) R(s, т, A) drt- K (s, t); 


b 
©) а э | кв, т, A) R(T, Ё, A) das 
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24.23. Consideremos la ecuación 
1 
є()—5 f sta (t) dt =f (в), 
% 


dondo f (s) € CO, 1]. 

a) Domostrar que la serie de Neumann para la ecuación 
dada converge рага [А | < 3. 

b) Hallar los núcleos iterados К, (5, t), sumar la serie 
de Neumann y escribir la solución de la ecuación dada. 

©) ¿Tiene soluciones рага |А | 2> 1 la ecuación dada? 

24.24. Demostrar que la serie de Neumann para la ecua- 
ción de Volterra de segunda especie con núcleo continuo, 
converge para todo valor del parámetro A, y, por consiguien- 
to, la solución de esta ecuación existe para cualquier segundo 
miembro continuo. 

24.25. Demostrar que la ecuación de Volterra de segunda 
espocie no tieno números característicos. 

24,26. Denominaremos no estirante sobre un conjunto 
convexo D с X a un operador F: X —+> Y-si para cualesquie- 
та д, 2, É D ве cumple la desigualdad || F (2) — F (za) I< 
< || 2, — т, ||. Domostrar que el operador Ё (т), continua- 
mente diferenciable sobre un conjunto convexo D, оз no 
estirante si, y sólo si, 


sup Il Е' (2) 111. 


24,27. Sea que un operador Ф (z) aplica en sí un conjun- 
to convexo cerrado D = X y es continuamente diferenciablo 
sobre D. Demostrar que el operador Ф (z) es contraído sobre 
D si, y sólo si, 


sup O (2) |=9<1. 
xen 
24.28. Sea que un operador Ф (z) aplica en sí un conjunto 
cerrado О с X y, para un m natural dado, el operador 


Ф" (2)=0[D[... [D(2)]...)) 
pa, 


т voces 


es contraído sobre Q. Demostrar que en Q existe un único 
punto fijo del operador Ф (х) y que las iteraciones z, = 
=D (zn-1) (п EN) convergen hacia este punto para cual- 
quier zo € Q. 
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24.29. Sea y = f (т) una función dos veces diforenciablo 
sobre la, b), / (a) ZO, f (b) >0, además, f (z) > m DO, 
f” (ж) >0 sobre la, bl. 

a) Demostrar que las aproximaciones sucesivas х, del 
proceso iterativo do Newton, iniciadas a partir de х, = б, по 
crecen, son acotadas inferiormente y convergen hacia un 
punto z* que es la raíz de la ecuación ў (z) = 0. 

b) Formular las afirmaciones análogas en los casos en que: 

1)f (ж) >m>0, f’ (ш) LO sobre la, b]; 

2) f (к) < —m LO, j” (z) >0 sobre la, bl; 

3) 7 (1)< —m LO, f" (2) <0 sobre [a, bl. 

24.30. En las condiciones del problema anterior conside- 
remos las aproximaciones sucesivas del método de cuerdas 


Ica, E, 020700, пем, 
TOI Ea 


Demostrar que: ‚. 

a) la sucesión х, no decrece, está acotada superiormente 
y converge hacia z*; 

b) es válida la desigualdad =, < 2* < £n (REN); 


с) son válidas las estimaciones |л„—х* <46}, 


po Zn < ПЕ Е 

24.31. Sea que para las condiciones del problema 24.29 
а) y para xo < b so cumplo la desigualdad 17 (zo)1 < -5r » 
donde } = mas F' (2). Demostrar que para la velocidad 


de convorgencia х, hacia x* es válida la estimación dada en 
el teorema 24.2, 

24.32. Construir fórmulas de aproximaciones sucesivas 
para los procesos iterativo e iterativo modificado de Newton 


cuando X = Ку X = E”. 
24.33. En el espacio l, consideremos un operador F (х) 


definido sobre la bola 5, (0) y que transforma el elemento 
E= (ti ta - - =) El en F (2) = (VISTA а,тз,...). 
Demostrar que F (z): 

a) transforma en sí la bola $, (0); 

b) es continuo sobre la bola S, (O); _ 

с) по епо puntos fijos sobre la bola S, (0); 

d) no es totalmente continuo. 
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24.34. Sean: f (t, х), una función continua en un conjunto 
de variables en el dominio |t—t¿| <a, |z— to | < b; 
M, el máximo дө 37 (t, 2) | en este dominio; == 
= min (a, b/M). Consideremos el problema de Cauchy para 
la ecuación diferencial ordinaria de primer orden 


FI, e(l) = to 


a) Demostrar que osto problema es equivalente a la ecua- 
ción integral 


i 
z()=x2m-+ $ Hr, (тууйт. 
to 


b) Demostrar que ol operador 
4 
Р(х) = 2+ $ [(х, (0) de, 
% 
definido sobre la bola || х — =, || < b en el espacio Сх 
X lt,¿—R, to + h], transforma en sí esta bola y es totalmente 
continuo sobre ella. 
с) Demostrar que el problema considerado de Cauchy tie- 
an al menos una solución sobre el segmento [ty — №, ty + 


а) Poner un ejemplo de una función continua f (t, х) y el 
punto (tp, £o) tales, que cl problema considerado de Cauchy 
tiene más de una solución sobre un segmento que contiene 
el punto ta. 

24.35. En el espacio C? [0, 1] consideremos el siguiento 
problema de contorno para Ja ecuación diferencial casi lineal 
ordinaria de tercer ordon (cl problema modelo de la teoría 
de la capa de frontera 


a” + =0, 0<t<t!, 
x(0)=a,x(0)=b, z()=c. 


a) Demostrar que esto problema es equivalento a Ja si- 
guiento ecuación integral no lineal en el espacio С 10, 11: 


+ А 
$ oxp (— {2 (5) ds) do de 
і 


‹ 
$ 

20) =а+ы (o—a—b) EL r 

$ f oxp (— f z (s) ds} do dr 

eo ó 
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b) Sea quo al menos uno de los númoros а, b,c—a—b 
es distinto de cero. Demostrar que un operador Ф (х), dado 
por el segundo miembro de la ccuación integral, aplica en sí 
la bola $, (0) de radio r = [a |+ |b | + Ic —a— Ь |. 

c) Empleando cl teorema 15.3 demostrar que Ф (z) es 
totalmente continuo en esta bola. 

Así, en virtud del principio de Schaudor, se establece la 
existencia de la solución del problema de contorno inicial. 

24.36. Scan: К (t, з) = 0, una función continua para 
а s< b; y (t) 0, una función continua sobre (a, b]; 
además se cumple la desigualdad 


їКүз (Mn) <a, 


n—1 


donde 
А 


IK || = máx \ IK (t, s) |ds, y ll=máx [ y (t) 1, 
la, 0) у ta, b) 


y п > 1 оз natural. Scan luego rẹ < r* soluciones no nulas 
de la ecuación || K H7” + Il y || = r. En el espacio С (а, b] 
consideremos el operador integral 


b 
Ф(а)= | Kt, з” 6) ау (9. 


a) Empleando el principio de aplicaciones contraídas de- 
mostrar que en la bola || x || < 7, el operador Ф tiene un 
único punto fijo. 

b) Empleando el principio de Schauder demostrar que en 


la bola || x || < r* el operador O tiene por lo menos un pun- 
to fijo. 


$ 25. Operadores implícitos 


Sean: X, У, A, espacios de Banach; X + A, la suma di- 
recta de los espacios X y A. La ecuación Ё (2), 0, donde F: 
X+ A >Y, puede determinar soluciones z = = (A), cada 
una de las cuales se llama operador implícito (función impli- 
cita) determinado por la ecuación inicial. 

TEOREMA 25.4. Sea un operador F (x,%)continuamente di- 
ferenciable en un entorno del punto (те, ho). Sea luego 
Р (то, ha) = O y el operador Fy (xo, А.) continuamente inver- 
tible. Entonces existen los números р >0 y т >0 tales, que 
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para todo 3, € Sp (ho) la ecuación F (z, A) = O tiene la solu- 
ción única z = т (1) en la bola S, (xp). Con esto, = (Ay) = хь 
la función implicita т (A) es diferenciable en S, (zo) y 


a (0) = PRETO), Y (ж (A), А). 


En particular, z’ (A) = — F3' (£o, Ас) Р (хо, Ao)- 

TEOREMA 25.2. Si en las condiciones del teorema 25.1 el 
operador Е (к, A) es analítico en el punto (хо, Ao), el operador 
implícito x (À) resulta también analítico en el punto Ay о sea, 
en una bola || A — % || << р (р > 0) se representa por la se- 
rie absoluta y uniformemente convergente 


a= Ў a OA 
2, 


25.1. Verificar que рага z, A € R la ecuación: 

Кү a + A + 1 = 0 no determina ninguna función im- 
plícita; 

b) z? +A? = 0 determina la única función implícita 
x= O dofinida solamente para A == 0; 

с) z — А = O determina la única función implícita dofi- 
nida para cualquier 2 Є R; 

d) z? + à? = 1 determina dos funciones implícitas con- 
tinuas para 1E€ 1—1, 1]; 

e) z? — 2% = 0 determina sobre R dos funciones implíci- 
tas diferenciables y cuatro funciones continuas. 

25.2. Demostrar quo en los puntos d) y e) del problema 
25.1 existo un conjunto infinito de funciones implícitas dis- 
continuas. 

25.3. Hallar los números р y r, de los cuales se trata 
en la formulación del teorema 25.1, en el punto d) del pro- 


blema 25.1 cuando 22 + № = 1 (х0 + - ¿Es aplicable este 
teorema en los puntos z =0,%= +1 


25.4. Hallar números р yr de los Tais se trata en la 
formulación dol teoroma 25.1, en ol punto e) del problema 


25.1 cuando д? = А (2, + 0). ¿Es aplicable esto teorema en 
el punto (0, 


? 
25.5. Formular los teoremas 25.1 у 25.2 sobre las fun- 
ciones implícitas para los casos: 


а) X = A=Y =R; 

b) X =Y = Е", A= E, 

25.6. Sca X = Y = C Ía, bl, A = В. Reformular los 
teoremas 25.1 y 25.2 sobre operadores implícitos para el ope- 
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rador intogral: 
А 

a) Fiz, =a (t) | KA з) (в, (з), A) ds; 
E 


b) F(z, M=x()— | Кї, s, 2(8), À) ds; 
z b 
c) F(z, А) =Ф(2(0), t, 0) — fog s, a(t), æ (s), A) ds. 


25.7. Demostrar que la ecuación integral 
Е 

(0-2 { sen t [æ (s) son s+ 2? (s)] ds 
o 


tiene la solución zo (t) == sen £ para A = A, = 1. Hallar una 
solución, continua respecto a (t, A), de la ecuación = (ё, А) 
tal, que æ (t, 1) = son t. 

25.8. Hallar todas las funciones implícitas determinadas 
por la ecuación integral del probloma 25.7. 

25.9. Consideremos el problema do contorno para la 
ecuación diferencial ordinaria no lineal de sogundo orden con 
el parámotro pequeño 

+](x73,e=0,0<1<1, х (0) = z (l) = 0. 
Supongamos que la función f (t, z, y, e) оз suficientomente 
suave en un conjunto de sus variables para 


ФЄ[0, П, —o<x,y< +o, || < Ep. 
En adelante, sea que para e = O esto problema tiene solu- 
ción xo (t) con tal que ol probloma linearizada 
2" + fy (t, zo (E), z(t), O) 2 47.06, tolt), z(t), 0)2=0 

tiene solamente solución trivial 2 = 0. Tomando 

X=C*[0,1l, Y = С10, П, A=R, 

F (z, е) = z” + f (t, z, 7, e, 

formular los teoremas 25.1 y 25.2 de funciones implícitas 
para este caso. 


25.10. Hallar con precisión de hasta O (е?) solución del 
problema de contorno 


a" + sen z = e son at, 2 (0) = = (1) = 0. 
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25.11. Sea la función Ф (2), œ: R— R analítica en un 
entorno $ del punto aj. Consideremos la ecuación х = а + 
+ esp (х) con parámetros a Є S y £ E (—8p, €). Demostrar 
que: 

a) existen los números р >0 yr >0 tales, que para to- 
dos los (a, e) que satisfacen Таз condiciones | a — aa | <p, 
le | Lo, la ecuación considerada tiene Ја solución única 
z= z (a, e) en ol intervalo | = — ay | < r; esta solución 
es analítica respecto a a, e y salisface la condición х (ap, 0) == 
= ao; 

b) para las derivadas de = (a, e) respecto а e son válidas 
las fórmulas de Laplace 

Dz да 
тве < Da 


[me]. кем, 

de los cuales so desprende, en particular, quo 

= grie (a)l; 

©) para = (a, e) es válida la fórmula de Lagrango 


z(a, )=0+ У, Far 19 (a). 
а 


25.12. Emploando la fórmula de Lagrange del problema 
25.11, demostrar que la solución analítica para в = 0 do la 
ocunción de Képler (véaso el ejercicio 24.8) 


E — esen E =M, 0<е<1, 
so determina por la sorio 


E= M + esen МА Ey som M + ++. 
баас nM. 


25.13. Formular y resolver el problema 25.14 para el ca- 
so cuando q es aplicación dol plano complejo y в y a son pa- 
rámotros complejos. 

25.14. Consideremos la ecuación f (z) = e donde la fun- 
ción f (х) es analítica en el punto z = 0, f (0) = 0, f’ (0) + 
s 0. En el entorno del punto e = 0 esta ecuación determina 
la única función inversa z = z (e), además, т (0) = О y esta 
función os analítica en el punto e == 0. Sea 


а= Ў ne, wos Ў nata. 


ы] 
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Domostrar quo la función inversa so determina por la sorie 
do Lagrange 


eh dir! 1 
«0-3 + [че 1: 

25.15. Sean una función F (z, A), F: E*>R y su deri- 
vada parcial Р, (т, A), continuas en la franja a LA < b, 
—oo < = < +00, y en esta franja 0 < m < Р, (2, А) < M 
donde 0 < т < M son constantes que no dependen de x y A. 
Demostrar que la ecuación Р (=, A) = O determina la única 
función implícita т = = (A) en el espacio С la, bl. 

Sean un operador F (z, A), F: E* Y Е" — E* y 
su derivada parcial F, (z, A), continuos en el cilindro х € E", 


AEG E” donde С ез un dominio acotado cerrado. Sca 
que para los puntos de este cilindro se cumple la desigualdad 


mlh IPS (Fy (£, à) h, k) < M Ilk? |, 


donde O < m < M son constantes que no dependen de z y 
A. Demostrar que la ecuación F (z, A) = O determina el úni- 
co operador implícito z = = (à), continuo sobre С. 

25.17. Consideremos el problema de Cauchy para la 
ecuación diferencial ordinaria de primor orden 


Fror=p(a), OLLO, 2limo=0, 


donde a > 0 y la función Ф (z) es continuamente diferencia- 
ble en un entorno S del punto z= 0, a Є S, Ф (0) = q” (0) = 
=0. Demostrar que esto problema es equivalente a la 
ecuación integral 

1 

2 (0) saen f e7 att- (2 (5)) ds, 

o 
es decir, toda solución del problema de Cauchy оз solución de 
Ja ecuación integral y vicoversa, toda solución continua do la 
ecuación integral es continuamente dilerenciablo sobro el so- 
mieje, satisface la condición inicial y es solución de la ecua- 
ción diferencial. 

25.18. Escribamos la ecuación integral del problema an- 
terior en la forma = = Ф (а, z). Empleando el teorema sobre 
operadores implícitos demostrar que para | а | suficiente- 
mente pequeños la ecuación integral tiene una única solu- 
ción pequeña z (t, а) >0 cuando а —— 0 еп el espacio Ca 
(véaso el problemaY7.31). Formular la afirmación obtenida 
para el problema de Cauchy de 25.17, 
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Capítulo 7 


Aproximaciones discretas 
de soluciones de ecuaciones 
operatorias 


$ 26. Esquemas aproximados y de diferencias 

Para resolver aproximadamente la ecuación Ax = y con 
un operador lineal A, que actúa del campo de definición 
D(4)= X en el campo de valores R (4) < Y (X, Y son 
espacios de Banach), y el segundo miembro y € Y se consi- 
dera una sucesión do осџасіопез aproximadas A,Z, == 
= у, (п Є № Mamada esquema aproximado con operadores 
lineales A, que actúan de D (An) = Xn on R(A,)= Ya 
o Yn СУ, (Xn e Y, son espacios de Banach). La relación 
entro los espacios X y X„ (Y e Y») so realiza mediante los 
operadores lineales 7, € Z (X, Xn). (Th EL (У, Fa (res- 
pectivamente)) tales, que Т„Х = Xn (73У = Y,). Estos 
зэ llaman operadores de contracción. 

Una sucesión Zn € X, (п Є №) se denomina 7-convergente 
hacía el elemento = ЄХ (se denota Zn +=, PA 
Pz. —T pz ll, O, cuando n— оо. Si Zn -> z рага п —> оо, 


se dico que 7, aproxima z. De modo análogo so dofinc la 


Т — convergencia de la sucesión y, E Y, hacia un elemento 
y € Y. Si para cierto k natural сз válida la desigualdad 


Па, — Tns lg, <e(2)/n", 


se dice que Tp aproxima z con grado k. El grado de aproxima- 
ción de un elemento y € Y se define análogamente por la 
sucesión Yn Є Yn- 

Se dice que la con: бп de aproximación se cumple, con- 
tando con la solución x* de una ecuación inicial dada, si 


Т,2* ED (An) y cuando л > оо 
AT pz Ya ll, — 0. 


En este caso se dico también que la ecuación dada se apro- 
гіта sobre x* por el esquema aproximado. Si, además, exis- 
ten una constante с> 0 y un k natural tales, que para 
n EN se cumple la desigualdad 


ПАТ рь Пу с/т, 
entonces se dice que el esquema aproximado aproxima la 


ecuación inicial con grado К. 
Si existe una constante y > 0 tal, que para cualesquiera 


Zn € D (An) so cumple la desigualdad 
ПА, 2, у >Y Za lx, 


se dice que el esquema aproximado Anin = Yn оз estable o 
se cumple la condición de estabilidad. 

Supongamos que la ecuación exacta Az = y es unívoca- 
mente resoluble, y z* es su solución; las ecuaciones aproxi- 


madas Á,2, = Jn para todos los п son univocamente reso- 


ES өм. F 
lubles у z} son sus soluciones. Si z4 — х* cuando п ~» оо, 
so dico que el esquema aproximado converge. Si, además, exis- 
ten una constante с > 0 y un Z natural tales, que sea válida 
la desigualdad 


Па Таж у 11 с/т, 


entonces se dice quo el esquema aproximado convergo con gra- 
do l, o que el grado de exactitud del esquema aproximado es 
igual a l 

TEOREMA 26.1, Sean ecuaciones аргохїтайаз y exactas 
univocamente resolubles. Si se cumplen las condiciones de apro- 
zximación y estabilidad, el esquema aproximado converge y es 
válida la desigualdad 


ESE RAS 
Si el esquema aproximado aproxima la ecuación exacta sobre х® 


con grado l, entonces l es el grado de exactitud del esquema 
aproximado. 

En este párrafo se consideran problemas de carácter go- 
neral y sobre esquemas de diferencias, cuando A es un opera- 
dor diferencial y A, un operador de diferencias que lo apro- 
xima. En el 28 se considera otra realización de esquemas 
aproximados (esquemas de Galiorkin). 
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= # т 
26.1. Sean Zn > Z, Yn —> х, cuando n— co. Demostrar 
que para cualesquiera escalares œ y В 


az HB, —> ax Py. 


26.2. Sean X = 1,, X,=1$”. Definamos los operadores 
de contracción 7, del modo siguiente; para todo х= 
= (En) Elo hacemos Tn = (Бла). Sen zo == (БР) E la- 
Demostrar que la sucesión T, = (Efy1)i=, licne un número 
infinito de 7 — límites (que atestigua sobre Ja mala apro- 
ximación del espacio & por los espacios lí” con la ayuda 
de operadores de contracción 7). 

26.3. Si de la relación || Т„ Hz — 0 cuando n— оо, 

п - 
ве despronde que z == 0, entonces las normas en X, se Патап 
regulares. Demostrar que para la unicidad del 7-límite es 
necesario у suficionto que las normas sean regulares on X ,. 

26.4. Si || Taz ilẹ —> 12 || para todo = E X cuando 


п — оо, las normas en X, se llaman concordadas con la nor- 


ma оп X. Demostrar que si las normas en Xn están concorda- 
das con la norma en X, el 7-límite es único. 
26 5. Demostrar que si la sucesión || Tas [Ж es acotada 


para todo х Є X, resulta también acotada la sucesión 


П. П (х, Х„) 

26.6. Sea X = С 10, П. Escojamos una red sobre (0, 11 
para todo л Є №, es decir, un conjunto de nodos O < 6%... 
-<P << 1. Introduzcamos operadores de contracción 

т, haciendo Tx = (= (ууу. En calidad do X, tomemos 
un espacio reticular (un espacio lineal de funciones. dadas so- 
lamente sobre la red) con la siguiente norma: si =, = 
= @Эжы EX ps Па, lous = тах ПА?) | (аз, х. = 
= с"). Demostrar que las normas en X, están concordadas 


con la norma en X, o sea, para cualquier función х (t) € 
єсїї, 


lím máx [2 (4) |= ¿máx 212091 
no IEAA teto 
si А = máx | —4"|—›>0 asas п 00. 
1Si<n-1 


26.7. Con las condiciones del problema anterior damos 


las normas en X, del modo siguionte: 


UEa Iese = Vi Гао (ө — 089). 


Demostrar que cuando Àn —> 0 


‚ 
Uni Tazas [| 12001 а)", 


de donde so desprende la regularidad de las normas esféricas 


en Xa. 
26.8. Demostrar la desigualdad 


г. E а 
V а lleno АНЕ 

26.9. Una sucesión Zn ЄХ, se denomina T-convergente 
hacia el elemento = € X: 

a) en media, si ||2„ — TnT West >0, п оо; 

b) uniformemente, | Zn — Tn Now — 0, п оо. Do- 
mostrar que de la 7-convergencia uniforme se deduce la T- 
convergencia on promedio, pero que la afirmación contraria 
no es válida, _ 

26.10. Si [[Z,—Tnzllg «Фа — 0 (п => оо), se dice 

а 
que 5, => z con una velocidad Pa- Si Pa >0 у 12,— 
—T nz llz, =0 (Pa) (п > оо), se dico que т, —> Icon una 
velocidad о (Фп). Demostrar quo: 

a) si 2, — = uniformemente con una velocidad Qn, 
entonces 2, —> z, en promedio con la misma velocidad; 

b) si 2, 2. z en promedio con una velocidad o ( E ) > 

п 


= т 
entonces zp —> z uniformemente; 
с) si Zn —> s en promedio соп una velocidad Ф, = 
= f А 
= ( Уз ). entonces Z, >= uniformemente соп una 
ñ 


velocidad Уп Qn- 
26.11. Sean: > (1), una función suficiontemente suave so- 


bre (0, 1); los operadores de contracción Tn y los espacios 
Zn» dados como en el problema 26.6. ¿T7-converge 2, hacia z 
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y соп qué grado, si tı = il/n, i = Ô, 4, 2, .. n пу: 
а) F= {prea Y 
“ 
IAT y a(s) ds}? 


№ z=n=( 


26.12. Sean Q un rectángulo (0 <z < 1, 0<1<0), 
С (Q) un espacio de funciones continuas ZN Q con la norma 


Нш = máx [u(z, t) 1. 
‚ео 


Realicemos la partición de [0, 1] en n partes iguales con los 
puntos z; = i/n (¿=0, 4, ..., п) y el segmento 00, al 
enm partes iguales con los puntos {у == j0/m (ў = 0, 1, 

».. т). Sea Qnm un conjunto reticular. 

Оль = {(ш. t), ERO, d, o.c n j=0, 4, ..., т) 
Consideremos un espacio reticular С (Qnm) con la norma 


Unmll=, máx ju(z, 2) |. 
Па, más Ги AN 


Demostrar que las normas еп С (Qnm) están concordadas con 
la norma en С (0). А 

26.13. Se dice que una sucesión A, aproxima А sobre el 
elemento = € D (A)si Taz € Р (А) (п EN) y, cuando п — оо 


114,7,2—T;¿Az liz, > 0. 


Sea que A, aproxima A sobro la solución exacta z*, yn apro- 
xima y. Demostrar que entonces la ecuación Az : = y se apro- 
xima por el esquema aproximado А һ®„ = ул Sobre 2*, 

26.14. Sean Xn = X, Ya = У, T, y Тл, operadores 
idénticos. Demostrar que la condición do aproximación de 
un operador А por una sucesión de operadores A, sobre un 
conjunto М с Р (A) significa la convergencia fuerte de An 
hacia A sobre M. 

26.15. Sean X = Y =C [0, 1, Xn =, = c", Тз = 
=== (2 (E) Az = ДЕ con D(A) compuesto de 
funciones х (t), continuamente diferenciables sobre 10, 1} y 
que satisfacen la condición x (0) = 0. Demostrar que la su- 
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cesión de operadores 


0 00... —n n 


aproxima el operador A sobre D (4). 
26.16. Si so cumple la desigualdad 


ПА Т.А ly «с (2)/n!, 


se dice que la sucesión 4, aproxima A sobro el elemento z con 
grado 1. Sea que en las condiciones del problema anterior 
2 (t) € D (А) y tiene su segunda derivada acotada sobre [O, 1). 
Demostrar quo A, aproxima A sobro д con grado 1, además 
es correcta la estimación 


114,7,2—T; Az lg, Evo (2л), 
donde Yam fop | a" (11. 


26.17. Soa que una sucesión Д, aproxima A sobre una 
solución exacta z* con grado 1, y que una sucesión yn apro- 
xima y con grado k. Demostrar que el esquema aproximado 
aproxima la solución exacta con grado mín (1, k). 

26.18, Sean H, = R (An) subespacios en Yn, у sca quo 
sobre Я, están definidos los operadores Az! y 


IAS le, xy SY", donde y>0 оз una constanto. 


Demostrar que para la sucesión A, so cumple la condición de 
estabilidad. Demostrar que si se cumple la condición de esta- 


bilidad, los R (An) serán cerrados y, por consiguiente, son 
subespacios on Y. 

26,19. Sea Y, = Х{. Demostrar que para A, se cumplo 
la condición de estabilidad, si para toda sucesión z, € 
€D (Än) se verifica la desigualdad 


(Ens Ann >V Zn I2, 
donde y >0 es una constante. 
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26.20. Demostrar que en las condiciones del proble- 


ma 26.15 || А! {| < 2 y, por consiguiente, la condición de 
estabilidad se cumple. 

26.21. Sea X, o Y, de dimensiones finitas iguales y que 
cumplan la condición de estabilidad. Demostrar que 
N (An) = 0, o sea, An aplica biunívocamente X „ sobre Y y. 

26.22. Sea que para todas las soluciones posibles Z, de 
un esquema aproximado А nzn = ул so ha obtenido la osti- 
mación || Zn || << y" Пул И, donde y es una constante (estas 
estimaciones se llaman apriorísticas). Demostrar que en este 
caso la condición de estabilidad se cumple. 

26.23. Sea que para yn € R (An) un esquema aproximado 
Á són = у, tiene la solución única zn- Se dico quo la solución 
Zn depende continuamonte de los segundos miembros Yn 
tomadas uniformemonte respecto а п, зі para cualquier e >> 
> 0 existo un б = ô (e) >0, tal, que para todos los Yn, 
MER (An), tales que || уһ — Yu I| << $, para las solucio- 
nes respectivas za, xa, se cumplo la desigualdad || 3, — 
— Zn || < e. Demostrar que para que el esquema aproxima- 
do sea estable, es necesario y suficiente quo sus soluciones 
dependan continuamente de los sogundos miembros tomados 
uniformemente respecto a л. 

26.24, Sea que зе cumple la condición de estabilidad. 


Demostrar que toda ecuación aproximada no tiene más de 
una solución. 


26.25. Soan тү, гу, soluciones exactas, es decir, Az, = у, 
Az, = y, y que se cumple la condición de estabilidad. Do- 
mostrar quo os válida la desigualdad 


Yi Ta (ааа) llz, < 
SANT pz, — Lado, Uz, AM An T pto — аа li: 


26.26. Sea quo una sucesión A, aproxima А sobre cada 


solución exacta, las normas en X, son regulares (véase el 
problema 26.3) y se cumple la condición do estabilidad. Em- 
pleando la desigualdad del problema anterior domostrar que 
la ecuación exacta no tiene más de una solución. 
26.27. Sca que para las condiciones del problema ante- 
т 


rior yn > у рага п = оо. Demostrar: 
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a) la validez de la estimación 
Па — Tally SM ар lg, + 117542 — An nl) 
donde x es la solución exacta; 

Ь) la convergencia del esquema aproximado. 


En los problemas 26.28 — 26.34 sobre ol segmento [0, ] 
se considera el problema de Cauchy 


E pall)z- (O, z(0)=0. 


Hagamos X=C10, 1, Y=C[0, 1)+R, Ав = [+ 


+а(0) 2, 2(0)), D(A)EC*[0, 1), a(t), (t) ECIO, 1]. Sobre 
10, 2] tomemos una red uniforme У) = (tñas) (= 
=/kt(k=1, 2,...,2), donde т==/л^! es el paso do la rod. 
Sean Xp un espacio n— dimensional По Jas columnas 
т, = (dim, Па, ll = más l zil Y =X,4R y sea que 
operadores de contracción tienen la forma 
Tat = (T (tia, Thy =(T nf, 2). 
26.28. Consideremos el esquema do diferencias 
Ha =}, i=1,2,...,2. 
Toa, (Na =T nf, (aia =T nt. 
a) Escribir el esquema еп la forma canónica: 
a= Ну (т а-ти, 11, 2,...,п 24230, 
donde | Ri (2) 11 ++ ст, c= [а (ско, п. 
_ b) Demostrar que el esquema tiene la solución única 


Tn = (21), además, рага ¿=1, 2,..., п es válida la 
estimación 


tt 
AA 


с) Obtener la estimación apriorística 
«4—1 


П 11е рос AER 


с 


4) Demostrar la estabilidad del esquema de diferencias. 
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26.29. Escribamos el esquema de diferencias del proble- 
ma anterior en la forma reticular (2 —red): 


ZOO a (2D =1 (0, гє}, TO a. 

a) Emploando la fórmula de Taylor demostrar que el 
esquema de diferencias aproxima el problema inicial de 
Cauchy (sobre la solución exacta) en cada nodo t, de la 

b) Demostrar que es válida la estimación 
АПА Un lly, = 

= вур z (t)—z (0—7) 


16$ F 
donde y= sup || 2" 40 Il. 
te[o, п 


-~-a 97010 E ver 


26.30. Consideremos el esquema do diferencias 
EL [оца (tia) + оа (1) Bitis + Pazo] = 
= (ti) hm (t), ¿21,25 


у= Ф. 
¿De qué modo hay que escoger las constantes о, с, Br, 


2» Yı» Ya Para quo esto esquema aproxime el problema exacto 
con grado 2? 
26.31. Consideremos el esquema de diferencias del рго- 
blema anterior рага од == а, = 6, = В, = ү, = ү, = 1/2. 
a) Demostrar que este esquema lione solución única si 
ст<<2, e=flallcro, i} 


b) Esc.ibir el esquema en la forma canónica 
t= Ri (0) 21, tth, i=1,2,...,R; t=. 
c) Demostrar que son válidas Jas desigualdados 
IR) 1<14+20w, (А, 21071. 
9) Empleando las desigualdades del párrafo с) demos- 
trar la estabilidad del esquema de diferencias. 


26.32, Sea quo la solución exacta = (t) tiene la tercera 
derivada acolada sobre [O, ll. 


a) Demostrar que el esquema de diferencias dol proble- 
ma 26.29 tieno segundo grado de exactitud. 


b) Estimar [[z,—T 2 lg. 
n 
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26.33. Demostrar que el esquema de diferencias 


HA ad (aa Та 


(О Т 11, 2,...,п—1, ж=@ 
22 =1 (0) —a (0) a 


es resoluble unívocamente. Escribirlo en la forma reticular 
y demostrar que este esquema aproxima el problema inicial 
con grado 2 si la solución exacta tiene la tercera derivada 
acotada sobre [0, Й 

26.34. Escribamos el esquema de diferencias del proble- 
ma anterior en la forma canónica matricial: 


ш = Е, (0) ша t Thn i=1,2,....n—1, 


donde шу está dado; 
ъ={({р), т=(ш,), R=] andl 
h= (0), B=a+ tts (0) +a (0) o) 


En el espacio bidimensional surgido fijemos la norma: 
рага u = (&,, Es) tomemos || u || = máx {|$ |, 18. 1). 
a) Demostrar que son válidas las estimaciones 


ПА, (914-6220, с=йайы, q M2 Taca bz, y 


b) Emploando las estimaciones del párrafo a) demostrar 
la estabilidad del esquema de diferencias. 

с) Demostrar que el esquema de diferencias del problo- 
ma 26.33 tiene grado de exactitud 2. 

d) Estimar || zn — Тг llz,,. 

26.35. Demostrar que el esquema do diferencias 


Bad „ = —; 
Etna 0, 11, 2,...,п—1 nei, 
ao, 1=1/n, 


aproxima el probloma do Cauchy 
d: 
TO, =(0)=1, (610, 1 


sobre su solución exacta. 
26.36. Demostrar que: 
a) el esquema de diferencias del problema anterior tiene 
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la solución 
m=1+ (01—10), ¿0,4 .. п 15 


b) si жез la solución exacta, entonces || 2, — Tanz || > оо 
cuando n —> оо y, por consiguiente, el esquema de diferen- 
cias diverge. Explicar por que del párrafo b) se desprende la 
inestabilidad del esquema. 

26.37. Demostrar que el esquema de diferoncias 


атн late) zit cta (у 
т 
4=1,‚2,...,п—1; ж=14; 2121470, r=1/n, 


рага с Æ a, а 5 0 aproxima el problema de Cauchy z’ (t) = 
= 0,5 (0) = 1 (t Є (0, 1)) sobre su solución exacta). 

26.38. Demostrar que un esquema de diferencias del pro- 
blema antorior converge, si | c/a | < 1 o e = —a, y diverge 
si (о/а | > 1. 

En los problemas 26.39—26.41 se considera el proble- 
ma de Cauchy para un sistema de k ecuaciones diferenciales 
con k funciones incógnitas de una variable t E [0, И: 


RADO 2=H0, 20) = 
Aquí, la función incógnita se halla en X, un espacio de fun- 
ciones vectoriales = (t) == (z, (ti, con norma 


Па = máx máx | =, (0 
\ Ш 15h 100, 1 | ON 


B (t) cs una matriz de grado Æ con elementos continnos 
by (0) (i j = 4, 2, -n k), f (O ЕХ, a €c, Y =X + е. 
Introduzcamos el operador A: sea que D (A) consiste de 
funciones =, continuamente diferenciables sobre (0, 1, Ax = 
= (2 (t) + B (t) z, 2 (0)) para z É D (А). Sobre 10, 1 está 
dada una red uniforme con paso т = іљ-!. De la teoría de 
las ecuaciones diferenciales ordinarias se conoce que el pro- 
blema Az = y, siendo y = (f, œ} Меле una única solución 
clásica. 
26.39. Consideremos el esquema de diferencias 


HAB (узд = f (ti), t=4, 2,...‚,щ 292% 


a) Escribir el esquema de diferencias en la forma reticu- 
lar y demostrar que si la solución exacta tiene la segunda de- 
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rivada acotada sobre [0, 1] el esquema de diferencias apro- 
xima ol problema inicial sobre la solución exacta con grado 1. 
b) Escribir el esquema de diferencias en la forma canó- 
nica: 
zı = R; (п) + tfo i=1, 2. 


y demostrar ła estabilidad del esquema de diferencias. 
c) Demostrar que el esquema de diferencias converge y 
estimar 


‚бп; 20 = 0 


12—72 15, 


26.40. Sean: f (t) = 0; А (t) = A, una matriz constante 
sobre [0, l) que tiene k vectores propios linealmente inde- 
pendientes Фу (j = 1, 2, ..., К), correspondientes a los va- 
lores propios A] ( = 1, 2, ..., k). Consideremos el esquema 
de diferencias 


EA A 20, 154, 2,0... а=. 
a) Hallar soluciones del problema oxacto у del esquema 


de diferencias, еп forma de desarrollo en serie de vectoros 
propios de la matriz A: 


А h 
20-2 SOTA а= ые ї=1,2,.. 


р) Demostrar la desigualdad 
WHA) LE отем 


y ompleándola estimar || Z, —7,2 (ly 
Я 


26.41. Sobre [0, +00) consideremos el problema de Cau- 
chy соп la matriz constante С (z Є E"). 


$ =Cx, z(0)=a 


y la familia do los esquemas de diferencias (т || С i< 1, 
TN 0) 
DH 00), Туш. 


a) Verificar que = (t) = eta es la solución exacta, у 


quez (4) = (7 + 1C)" a es la única solución del esquema de 
diferencias. 
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b) Demostrar que en £ (X), cuando т — +0, 
+С) = ес, 


с) Estimar Y х (£) — E (t) || cuando т > +0. 
26,42. Consideremos, sobre [0, Z} el problema de Cauchy 
para la а diferencial de segundo orden 


DE 0) (0 (0=4 0, 20) а, (0) =p. 
Escribámosla en forma del sistema 


dr 
к 


o. z(0)=0, u(0)=P 


a) Demostrar que para una red uniforme el esquema do 
diferencias 


-uti 


212). 
Au SO, d=4, 2, ..., т; 220, 


а ъи) шае) ma == 04) 


1s 2%... nm u=P 


converge, además х, aproxima z (t), y и, aproxima z’ (t). 
b) Dar las respectivas estimaciones 
26.43. Demostrar que con las con 

26.42, el osquema do diferencias 


ciones del probloma 


Zac atta эь, у а 0 (ti) маиб), 


i=1, 2,...‚,п—1; тоо, Hp, 
es resoluble unívocamente y converge, además, Zp = (х1). 
i =, жүл yr A , 
aproxima z(t), y х= (ERA), aproxima z’ (t). 


En los problemas 26.44—26.47 se considera cl problema 
de contorno 


Ebo (Ma (0=(0), 1€10, Ц, (0) == ()=0. 
Aquí X=Y =C]10, 1), c(t), y()ECIO, Ш, Ar=— FE + 
+ с (£) z, D (А) es un conjunto do funciones = (£) que son dos 
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veces continuamente diferenciables sobre [O, 1] y que satis- 
facen las condiciones de frontera z (0) = = (1) O. Para una 
red uniforme sobre [0, 1), Xan = Y, son espacios de las co- 
himnas Zp = E de altura л — 1 con norma 


IEn =+® 12,12, los operadores de contracción 7, 


= Тк = (0. 
26.44. Domostrar que el esquema de diferencias 


Fi о (ta) za =y (ta) 
k=4,2,... ni; 20 = х, = 0 


aproxima el problema inicial con grado 2 si la деби 
exacta tiene la cuarta derivada acotada sobre [0, 
26.45. Бапан las desigualdades [CAP o: 


а) — 3 (Tari — 224 + toi) Ta = ру (ж — Sni)’; 
EA 
b) Iz= 2) IS 5 (Er — na)? 
sol hæl 
26.46. Sea c (t) >> 0 sobre (0, 1]. 
a) Escribir el esquema de di es del problema 26.44 


оп la forma matricial A „zn = 
b) Empleando las désigualdades del problema 26.45 de- 
mostrar la estimación apriorística 


(Anno En) 2221-5112, |ы, 


de donde, en virtud del problema 26.19, se deduce la estabi- 
lidad del esquema de diferencias. 
26.47. Sea que la solución exacta z (t) tiene la cuarta de- 


rivada acotada sobre [0, 1), y, = жор La (t) |, Za ез 
„1, 
la solución del esquema de diferencias del problema 26.44. 
a) Demostrar que es cierta la estimación 
а, УТ. 


b) Empleando el probloma 26.46 demostrar que 


= Yi 
Паз оь = máx ро а (А) А 
[Ре n'f 
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$ 27. Interpolación por los splines 


Sean X, X, espacios de Hilbert, además Х == 7Х, donde 
TEL (X, X) es un operador de contracción según los tér- 
minos del 26. Sea Y un espacio de Hilbert y sea un operador 
A € £ (X, Y). Un elemento s € X se denomina spline de in- 
terpolación ((T, A)-spline) correspondiente al «vector de da- 
tos de entrada» = ЄХ si 


1.45 1 = іл? [ALII 
xer) 


Aquí so designa mediante 7“! (z) al conjunto de preimáge- 
nes do un elemento = para la aplicación 7, es decir, un соп- 
junto do soluciones de la ecuación Tz = т. Con mayor fre- 
cuencia 7 es un operador de contracción de una función sobre 
un conjunto reticular. De este modo, ol spline do interpola- 
ción в realiza, en ciorto sentido, la prolongación (1а inter- 
polación) óptima del elemento т en un olomento del ospa- 


cio X. 

TEOREMA 27.1. Siuna variedad lineal AN (T) es cerrada y 
N (A) NN (T) = 0, entonces para todo = € X existe un úni- 
co (T, A)-spline de interpolación s. 

'TEOREMA$27.2. Sean un operador A normalmente resoluble, 
su núcleo N (A) de dimensión finita y N (A) NN (Т) = 0. 
Entonces la variedad lineal AN (Т), es cerrada. 

27.1. Sea з un (Т, A)-spline de interpolación. Demostrar 
que para cualesquiera z € X tales, que Tz = O, зо cumplo la 
relación de ortogonalidad (45, Az) = 0. 

27.2. Sea que un olemento s € X interpola Z, es decir, 
satisface la rolación 75 = т, уа que para cualesquiera 
z € N (Т) se cumplo la relación do ortogonalidad (As, Az) == 
= 0. Demostrar que s es un (T, A)-spline de interpolación. 

27.3. Sean: X = H (0, 1; Y = Г, 10, 1; Х = g", 
un espacio roticular de funciones dadas sobre la гой 0 = 


=1 <<... <ta = l; T, un operador de contracción 
do la función æ (t) € H! 10, П sobre esta red. Soa Az= $- , 


A € £ (H10, 1), L, 10, 1). Demostrar que la función lineal 
а trozos 


8 (0ана) TEA 


tElt аыр 2—0, 4, ..., 0—1, 


interpola el vector Z= fxi)i-o, satisface la relación de 
ortogonalidad y, рог со! ente, según е} problema 27.2, 
es un spline de intorpolación (este spline so llama lineal). 

27.4. Sea Ө, (t) una función característica del segmento 
Гёк, tnl: On (t) = 1 sobre (21-1, tal y On (£) = 0 fuera de 
[tx-x, tn). Comprobar que 


n 
-t (ба t— tr- 
1(00= 5 зеца Da чаш) ө, (0). 
r= 

27.5. Sean s, 3 dos (Т, A)splines correspondientos а 
un mismo vector =. 

a) Empleando la relación de ortogonalidad demostrar que 
(As, ÁS) = || As IP = 11 ÁS IP. 

b) Empleando el problema 3.19 demostrar que 
A (s -5 = 0, o sea, ques —sEN (A). 

_ 27.6. Sea N (4) NN (T) = 0. Domostrar que a cada 
т Є X corresponde по más de mn (7, A)-spline. 

27.7. Empleando los problemas 27.4 y 27.5 demostrar que 
la función lineal a trozos ез el único spline lineal de inter- 
polación. 

27.8. Consideremos, sobre el segmento [O, l, un sistema 
de funcionos 


1—t/t, sobre [0, ty), 
0 sobre ft tn); 
sobre ftia tel, 


ор sobre (ti, til, 


O fuera de д, Ёа], 


o Ж, алй 


O sobre [0, taal, 
ont ¿ =E sobre [а-а fale 


a) Trazar las gráficas de estas funciones. 

b) Demostrar que en las condiciones del problema 21,3, 
он (£) es un spline que corresponde al vector de los datos de 
entrada Zi con coordenadas z; = 1, z} = 0 (k = 1, 2, ... 
киз AO Taree 
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27.9. Sea O; (t) una función característica del segmento 
lti- 4l = 1, 2, . - ., п). Verificar que sobre [O, 1] 


90) = (1—-—)% (0, 0 (0 


ө (0) = 


(D+ 2 бг (0), 


=. 
i=1, 2... ndo 


ъ= 


27.10. Comprobar que sy @= жш (4), es decir, que 


el sistema oy (£) (¿=0, 1, ..., п) forma una base en el 
espacio de los splines lineales. 

27.11. Para el caso de la red uniforme t; = ih, nh = l 
(== 0, 1, .. . п), demostrar que sobre [O, й 


o()=w (4i), +=0, 4, A 


donde 


1—5 sobre [0, 1], 


1+s sobre [--4, 0], 
el | 
O fuera де [—1, 1]. 

27.12. Sean: X = Н? (0, 1; Y = Г, [0, 1; X =P, 
пу 1; Te (t) = (e (tico Az (t) = z” (t). Domostrac quo 
N (А) NN (Т) = 0 у, por consiguiente, el problema de bús- 
queda de (7, A)-splines no tieno más de una solución. 

27.13. Demostrar que si la variedad lineal AN (Т) es co- 
rrada, la variedad afín AT! (2) es también cerrada. 

27.14. Empleando el teorema 15.4 demostrar que en las 
condiciones del problema 27.13 existe un único elemento que 
realiza, en ol espacio Y, la distancia desde O hasta la variedad 
afín AT- (z). Demostrar que exisle un spline s que interpola 
Z, él es la solución común de las ecuaciones As = y, Ts = Ze 

27.15. Empleando los problemas 27.13 y 27.14 demostrar 


que en las condiciones del problema 27.12 el (7, A)-spline 
existo. 


27.46. A una función з; (t) la denominaremos spline cú- 
bico que interpola la función roticular z = {т}, si: 

4) sy (t) € C (0. 1; 

2) sobre cada segmento [£;, t;,1), sy (0) es un polinomio 
no mayor de tercer grado; 
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3) Tsy=x; 

4) в; (0) =s; (1) =0. 

Sea sobre [ty tin} (EO, 1, ..., л—1) 
tia —t tt; 


50 =B EZ AB + 


tineti 191 — ti 


donde Bo = В, = O, según el párrafo 4). Demostrar que so- 
bro ltn 4+1] (E de А 4) 


e—a, 


(0 В us E 4. 
Br? Cs Винт Е 
а) аа (eon Веб) dota, 


donde Tir = tis — ti 


27.17. En las condiciones del problema 27.16: 

a) calcular 5; (£); 

b) igualando sí (ti — 0) y sí (ti + O), demostrar que las 
constantes фу, Bas «+ ., Pn- satisfacen ol sistema de ecua- 
ciones: 

тл Ta 
6 + O ает 00 B 
u nin h e 
Жол уе; apih. | 
Bra 
Y узу 
a т 
EA [| 
Tn тһ 


с) demostrar que esto sistema tiene solución única, y, do 
este modo, para cada т existe un único spline cúbico sy (t). 

27.18. Verificar que рага el spline cúbico sy (2) se cumple 
la relación de ortogonalidad y, por consiguiento, conforme 
al problema 27.2, s, (0) es un (Т, A)-spline en las condicio- 
nes del proboema 27.12. 

27.19. Consideremos la función 


0 рага 1>2, 
TE (2-4 sobre И, 2], 

14+3(1—1) + 3(1—1):— 3(1— t)? sobro 10, 1], 
ПА 


o (t) = o (—£) para # < 0. Demostrar que la función o (t) 
es dos veces continuamente diferenciable sobre (—oo, oo) y 
trazar su gráfica. 

27.20. En las condiciones del problema 27.19 introduzca- 
mos sobre [0, 1] el sistema de funciones 


o (t) = o (tih — i), i= 0, 4, ... mn h = Un. 
Demostrar que para cualquier función z (t) € H? {0, 1] tal, 
que 2 (jh) = 0 (j= 0, 4, . . ., n), se cumple la relación de 
ortogonalidad 


1 
ото) 2" 0) 0, 
Д 


у, por consiguiente, según el problema 27.2, о; (£) es un 
spline cúbico que corresponde al vector do los datos de en- 
trada 7 con coordenadas z; = 2/3, т-у = 2141 = 1/6, хк 
= 0 рага k + i — 1,1, i 4- 1 (рага і = 0, z, 3, х1 
= 1/6, za = 0, зі k> 1, y рата i = n, 3p = Q, зі k < п — 
— 1, за = 1/6, т, = 2/3). 

27.24. Verificar que en las condiciones del problema 
27.20 el sistema o; (t) (i = 0, 1, .. , n) forma una base 
on el espacio de los splines cúbicos en el caso de la red uni- 
forme, adomás 


s ()=2, о (4), 


donde el vector Ẹ se determina partiendo del sistema de ecua- 
ciones lineales 


2/3 4/6 0 ... ору 200) 
ve 2/з 1/6... о |е, | |а) 
оо о... 2/3 |115, 20) 


27.22. Sean: X = Н! [0, Ш; Xa, un espacio de colum- 
nas (n + 1)-dimensionales con la norma 


12» l= máx [rap тах |En — irl, 
oi [SAO 
ta = Кт, пт = l, Tax = (ж (ta))i=o. Sea Sn un operador de 
la interpolación lineal a trozos que pone un spline lineal 


5, (£) en correspondencia al vector do los datos de entrada 
(ж (удо. Demostrar quo: 
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а) SAL (Xa, X) y 15.12 Y 15 

b) el operador S, es inverso derecho del operador Т. 

27.23. Sean dados espacios de Banach X, X„ (n EN) y 
operadores de contracción Tn Є £ (X, Xa), Т.Х = Хь. Do- 
mostrar que si un operador 5, € £ (Xa, X) es inverso dere- 
cho del oporador 7, (п Є М), los operadores Р, = 5,7. 
son proyectores acotados sobre Х„ = $„Х„ (n € N). 

27.24. Еп las condicionos de los problemas 27.22 y 27.23: 

a) demostrar que el proyector Р„ puede darse en Ja forma 


Paz =>; z (£1) 01(8), 
i=0 


donde w; (£) (E 0, 1, .. ., п) es el sistema de funciones 
del problema 27.8; 
b) demostrar que 


ba 


-500 {20a lti) tete (t 
ti 
b) omploando la fórmula de Taylor demostrar que cuando 
n— о 


lz—P,zlimo, 10 (4), зі гєн, 1, 


Пе Рах timo, n=0 (7) si EH, 1). 


27.25. Sea X = Г, [0, 1, X un espacio cuclídeo de las 
columnas 2 = (21), con la norma 


Па 2 Antia): 


Sea también 
п 


== і z(sds} 


ti tia 
ia 


Тл = 


Demostrar que: 


а) los (7, J)-splines tienen la forma 5,23 = 2 ах 
х 6, (t); 
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= pz 
b) mín 1221.0, у= 2,10. 
лета) ы 


27.26. En las condiciones del problema anterior demos- 
trar que Т.Є (Х, Xa) НТ, HS1, Sn EL (En X) 
ISa ll = 1, Sn = (Tn)! Р, = $„Т„ son proyectores y 
Il Paz — z || = O (1/n) (n > оо) cuando = € Hio, ц. 


§ 28. Esquemas aproximados de Galiorkin 


Sean: X, Y, espacios de Banach; A, un operador lincal 
con D (4) с X, А (А) < У. Para hallar la solución apro- 
ximada de la ecuación Az = y (y Є R (A)) se dan dos suce- 
siones de subespacios Х„ < D (А), У, < Y y dos sucesiones 
de proyectores Pn y Qna, Р.Х = Xn, Ф.У = Yn. Una suce- 
sión de ecuaciones aproximadas (esquema de Galiorkin) so 
da en la forma 


ОһА„ = Олу, tn ЄХ. 

Este es un caso particular del enfoque más general considera- 
do en el $ 26, 

TEOREMA 28.1. Sea que se cumplen las siguientes condi- 
ciones: 

a) Озу = R (Qu AP), es decir, los esquemas aproximados 
son solucionables; 

b) Pt — х (n-» оо) sobre cada solución exacta z; 

с) Qny — y (n — оо); 

d) | QnAz — Q,AP nz || >0 (п — оо) sobre cada solu- 
ción exacta ж, es decir, se cumple la condición de aproximación; 

е) ПОА, I| > ү 11 xn I| para cada £n € Xn y cada п € 
EN, donde y es una constante positiva, o sea, se cumple la con- 
dición de estabilidad. 


Entonces, las soluciones exacta y aproximadas son únicas, el 
esquema de Galiorkin converge y es cierta la estimación 


а 2 И Par—2 14 Y 110, Ar —QAP no ||. 
Sean: Xn, Yn, subespacios n-dimensionales; (py 


una baso en Xn; {y}, un sistema de funcionales linea- 


les biortogonal a esta base. Entonces el operador P, puedo 
dofinirse de la forma 


А 
Рьх= 2 (ж, (буф. 
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De modo análogo, sean: {г}, una baso en Yn; (as 
un sistema de funcionales lineales biortogonal a esta base; 
entonces 


а 
Qay =D a. 
Buscando la aproximación de Galiorkin z, en la forma 


= У) Коро 
a 


y poniéndola en la ecuación aproximada obtenemos el sis- 
tema de ecuaciones lineales 


n 
D AM, MES 2 0 2 
para determinar EP, ..., EP. 
Señalemos un importante caso particular cuando Xp y 
Y, son capas lineales do los primeros т vectores de los sis- 
tomas (pi) у {л}, respectivamente. Entonces, los 


sistemas {ү}, у (рь), también puedon escogerso do mo- 
do que no dependan de n. 


28,1. Sea х, ЄХ, (п €N). La designación £n => x (n -+ 
— оо) significa que || 2n — Paz || > O cuando n — оо. De- 


É P É 
mostrar que si Tn —> T, Yn y (п == оо) para cualesquiera 


escalares a, В se tendrá az, + Byn ~ az + Ву. 

28.2. Un punto = Є X se denomina punto P-límite de 
una sucesión de subespacios Xn, Xn = Р.Х (n €N) si 
Рх = x cuando п -> оо. Sea z punto "P-1ímito de la suce- 
sión Xn. Demostrar quo para que la sucesión х, P-converja 
hacia х es necesario y suficiente que =, converja hacia = en 
el espacio X. 

28.3. Si todo elemento z Є X es un punto P-límite de 
una sucesión Х „, entonces la sucesión de subespacios X, зе 
llama densa al límite en el espacio X. Demostrar que si la 
sucesión X, es densa al límite en X, las concepciones de P- 
convergencia y de convergencia coinciden en X. 

28.4. Sean 


Pao Ў) (а, N Que 3 (и, E P, 
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donde los sistemas (PP у (Pho NA у AMP 
son biortogonales. Demostrar que P= Pn, QQ». 


28.5. Soan: оъ > 0; Il Qna |< ол; А EL (X, Y), y z es 
el punto P-Jímito de una sucesión de subespacios Xn, ade- 
más, || £ — Panz || =0 (05!) cuando п — со. Demostrar que 
la condición de aproximación se cumple sobre el elemento x. 

28.6. Sea que existen sistemas linealmente independien- 
tes Ф: ED (A), py ED (4%) (і, ] EN) tales, que As, py = 
= ôy (i, j EN). Hagamos 


Pazo D (z, Аеро е, 
Qay = 2 Us Фо АФ 


(Bi esquema obtonido se denomina esquema de cuadrados mi- 
nimos. Domostrar que cn este caso || 0„Аж® — Qu AP nz || 
= 0 para cualquicr т € D (А), es decir, la condición de арго: 
ximación se cumple exactamente. 

28.7. Sea A == А, + А„, además, рага cada uno de los 
operadores A,, A, se cumplo la condición do aproximación. 
Demostrar que ella se cumplo también para el operador A. 

28.8. Soa que para cualquier = Є D (А) se cumple Ja do- 
sigualdad || Ax || > с || 2 || y que para cualquier sucesión 

Xn se cumple la desigualdad || Оу» I| => $ |l yn || 
donde с, В, son constantes positivas. Demostrar quo la apro- 
ximación de Galiorkin es estable con la constante y = af 

28.9. Sca que un operador A actúa on un espacio de Н! 
bert real H y para cualquier = € D (А) se cumple la desi- 
gualdad (Ax, ж) > y (z, х) donde y > 0 es una constante. 
Demostrar que (PrAZn, Zn) > Y || Zn IP рага cualquier su- 
cesión zn € Xn. Deducir de aquí la estabilidad do la aproxi- 
mación de Galiorkin. 

28.10. Sea que en el esquema de cuadrados mínimos (pro- 
blema 28.6) 2 (A) es denso en X у que para cualquier = Є 
€ Р (А) se cumple la desigualdad || Az H > y || x || donde y 
es una constante positiva. Demostrar la estabilidad do este 
esquema. 

28.11. Demostrar que en las condiciones del problema 
28.10 para el esquema de cuadrados mínimos es válida la 
estimación 


lx 21177 Qny—y ll 
12-0813 477 


y, por consiguiente, el esquema converge cuando Q, y —> y 
(n > 00). 

28.12. Scan: H, un espacio de Hilbert, y А: H>H, un 
operador lineal con D (A), denso en H. Verificar que sobre la 
solución de la ecuación Az = y se realiza el mínimo de la 
funcional 


Ф (2) =11 Az—y |2. 


28.13. En las condiciones del problema 28.12, sea ọ- 
(i Є N) un sistema linealmente independiente en Н. Buscare; 


mos la solución aproximada zn == У) c; pypartiondo de la 
a 


exigencia 
$ 2 
P (En) =| 2) сеи и]? mín. 
Escribir el sistema de ecuaciones рага с,, Cy, .. ., сл. De- 


mostrar que este método (método de Rits) leva al esquema 
do cuadrados mínimos. 

28.14. Sean Xn, Yn, subespacios n-dimensionales. De- 
mostrar que do la estabilidad del esquema de Galiorkin se 
deduco la resolubilidad unívoca de ecuaciones aproximadas. 

28.15. Sean: X, Y, espacios do Hilbert; P.Qn, operado- 


ros de proyección ortogonal; Pz - 2 (2, Ф) 05 Qu = 


n 

= Y (илр) pi Demostrar que la condición do estabilidad 
“л 

puedo escribirse de la forma 


D D autor E 
ás fa к= 


Calcular los coeficientes су = Ё, j = 1, 2, ..., п). 

28.16. Sea que el operador А = A, + А, actúa еп un 
espacio de Hilbert real Н, además, para cualquier = € D (A) 
son válidas las igualdades (A,z, 2) > y, || 2 |P, (А22, 2) > 
> ya || z |, donde y,, y, son constantes, y, + ya > 0. De- 
mostrar que рага el operador А se cumple la condición de 
estabilidad (según Galiorkin). 

28.17. En el espacio Н == L; [0, 1] consideremos el ope- 
rador Az = — 92 con campo de definición D (А) compuesto 
por funciones ж (£) que son dos veces continuamente diferen- 
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ciables sobre [O, 11 y satisfacen las condiciones de fronlerá 
z (0) = z (1) = 0. En H escojamos un sistema de olementos 
Фк = pa = Y 2 sen Клі (k € М), de coordenadas y do pro- 
yección simultáncamente, entonces 
Quer Pat = Ў (2, Ф) Ф 
Demostrar que: 
a) I| Pa I= 4; 


А 
b) Р„Ах= У) Кл (2, фу) Pa = AP nz, de donde Р„АР„х— 
= 


— Р„Ах = 0 para todos los z € D (A), es decir, se cumplo la 
condición de la aproximación de Galiorkin. 

28.18. En el espacio Ly [0, 1) consideremos el operador 
Az (t) = с (t) х (t), dondo с (t) es una función continua sobre 
10, 1). Definamos Pa = Q, como en el problema 28.17. Em- 
pleando el problema 28.6 demostrar que para cl operador А 
se cumple la condición de la aproximación de Galiorkin. 

28.19. Sea А = A, + Az, donde el operador A, está 
definido en el problema 28,17 y el operador A, en el proble- 
ma 28.18. Empleando el problema 28.7 verificar quo para ol 
operador A se cumple la condición de la aproximación de 
Galiorkin. 

28.20. Sea A el operador diferencial definido en el pro- 
blema 28.17. 

a) Demostrar que para cualquier z € D (A) se cumple 

4 


(Ах, х) = | 22 (0) de. 
0 


b) Empleando el problema 22.19, demostrar que рага 
cualquier А se cumple la dosigualdad (Ах, х) > л? (т, 2). 

с) Empleando el problema 28.9, demostrar que para el 
operador A se cumple la condición de estabilidad. 

28.21. Sca A ol oporador definido en el problema 28.18, 
además, en todo el [0, 1] se cumple la desigualdad с (1) > œ. 
Demostrar que para el operador A se cumple la condición 
(Az, з) >a (z, т). 

28.22. Demostrar que para el operador А = A, + As 
donde A, se ha definido en el problema 28.17 y A, en el pro- 
blema 28.21, además, a > —л?, so cumple Ja condición do 
estabilidad. 
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28.23. S a y (t) una función continua sobre [O, 1]. Consi- 
deremos el problema de contorno 


=z" + c (t)z = y, z (0) = z (1) = 
Sea фи == pr = V Z sen kat (КЄМ). 


a) Demostrar que las aproximaciones de Galiorkin de la 
solución de este problema tienen la forma 


Tn (0 = 2 Exp (0, 


donde los coeficientes E,, Es, .. ., En se determinan рог el 
sistema de ecuaciones lineales 
(ел) а Bei 1, 2, -ay n 


b) Hallar las expresiones рага cin у Ma (i, k = 1, 2, ... 
ҮТТЕ, Л 

28.24. Empleando los problemas 28.17—28.23, compro- 
bar que para el problema de contorno 28.23, se cumplen 
las condiciones;del teorema sobre la convergencia del esquema 
de Galiorkin. Estimar la velocidad de convergencia do la 
aproximación de Galiorkin hacia la solución exacta. 

28.25. Sean A € Z (X, Y), Qn AP, operadores continua- 
mente invortibles, y que para п € М se cumple la desigualdad 


QA.) SY 


a) Demostrar que la condición de estabilidad de Galior- 
kin se ha cumplido. 

b) Sea A continuamente invertible y¿seazque la solución 
exacta д ез el punto P-límito, y que || Qn || < с. Demostrar 
que la condición de la aproximación de Galiorkin se cumple 
y es válida la estimación x 


lza = 2 11 < ye 11 A ПИР — ||. 

28.26. Sean: Y = X; A = I — K; KEZ (X); Qa = 
= Р. Supongamos que los operadores Г, — PnKP n, donde 
In es un operador idéntico en P,X, son continuamente in- 
vertibles y que para cualquier n € N es cierta la desigualdad 

ESA 
Demostrar la estabilidad del esquema de Galiorkin. 


28.27. En las condiciones del problema anterior, sea que 
los operadores 7 — Ke I — P „K (п Є №) son continuamente 
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invertibles y que para cualquier п € М se cumple la desi- 
gualdad 


ИР„К— K <q E O 
donde g € (0, 1). Demostrar la estabilidad del esquema do 
Galiorkin con 


паку 


= 17 


28.28. En las condiciones del problema 28.26 sea que 
PK —> К cuando п-> оо y Paz z cuando п-> оо. Do- 
mostrar que: 

a) para el esquema de Galiorkin se cumplen las condi- 
ciones de aproximación y estabilidad; 

b) se cumple la [desigualdad || =, — 2 || < y 1 Par — 


2 ll. 

28.29. Dadas las condiciones del problema 28.26, sea que 
cuando п —> оо, Р.К —> К, Pny -> y. Demostrar que оз 
correcta la estimación 

Па = УН Pay UMA ЮТ х 

X PaK — КПНУ. 


28.30. En el espacio L, [0, 1] considoremos el operador 
integral 


1 
Ка | K(t, s) 2 (9 do, 
і 
dondo 
4—52 


К (t, ) = ias а 


En 2, (0, 1], elogimos el sistema de coordenadas qa = 
= V? cos Клі (k € М) y construyimos los proyectores 


á 
Paz Э) (т, 00) ue 


Demostrar que Р„К -> К, cuando n -> оо. 
28.31. En el espacio L, [0, 1] consideremos la ecuación 
integral de Fredholm de segunda especie 
1 
в@— | K (t, зух() ds=y (D. 
o 
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En £,10, 1], elegimos el sistema de coordenadas ph (1) 
k € N). 


a) Escribir el sistema para calcular los coeficientes de la 
aproximación de Galiorkin. 

b) Para el caso considerado en el problema 28.30, demos- 
trar la convergencia del esquema de Galiorkin. 

28.32. En el espacio Elo, 1], consideremos la ecuación 
integral del problema anterior con y (і) € С [0, 1] y el núcleo 
К (t, s), continuo рага 0 < t, s < 1. Hagamos 


Pax Que 


H ko: (O), 


= 
donde las funciones w; (t) fueron definidas en el proble- 


ma 27.8. 


a) Escribir el sistema de ecuaciones para determinar los 
cooficiontes Ey, Es, 


PA 
Sea máx ¡XK (t,s)]=k<1/2. Demostrar que para 
2,300, 13 


п> тў las ecuaciones aproximadas son unívocamente 


resolubles y ol esquema de Galiorkin es estable. 
с) Demostrar la convergencia del esquema de Galiorkin. 
28.33. Sobre el segmento [0, 1] consideremos el proble- 
ma de Cauchy ` 


Ат= bella y (O, 2(0)=0. 

соп D (A) с Н! (0, 1], un espacio de funciones de А! [0, ¿] 
quo satisfacen la condición inicial = (0) = 0, y con R (4) = 
= L, 10, 1) (se supone que с (t) Є С 10, 1. Para una red uni- 
forme sobro [0, 1 con paso т introducimos los proyectores 


Paz= Y z (t) o (0, 


n t 
0y=23 (| ›®®:@) а) 0,0, 
а, 
donde o; (2) (i = 0, 1, ..., п) son funciones básicas del 


subespacio de los splines lineales (problemas 27.8), у 0; (2) 
es la función característica del segmento (try, РІ (= 
=1,2 .. п). 

a) Calcular (Ао;, 05), (y, 0y) y escribir el sistema para de- 
terminar los coeficientes Ey, Es, ..., En de la aproximación 
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de Galiorkin 


а) ыш (0. 
2, 


b) Demostrar que рага т || e со. п < 1 existe a una sola 
aproximación de Galiorkin. 


с) Para investigar la convergencia hagamos 2 = 
Demostrar que z es la solución del problema de Cauchy 


z! + c (t) z =} (8), 2 (0) = 0, 


dondo} (0 € 1.10, 1) y 0,7 = 0. Empleándolo, demostrar 
quo si 7 € Le (0, И, entoncos 


Nz Ilaro, 0 (4 
cuando T — 0, y si f (t) os también acotada, entonces 
Iz Ilao, ү =0 (+) 


cuando t— 0. 


$ 29. Método de operadores monótonos 


Sean: X, un espacio normado separable real; X*, un espa- 
cio conjugado do X; A: X — X*, un operador no lineal con 
р(Ау=Х y R(A) с X”. 

El operador A se llama monótono si para cualesquiera т, 
y € X se cumple la desigualdad (х — y, А (х) — A (y) > 0. 
Si para = 56 y tione lugar una desigualdad estricta, el ope- 
rador A se denomina estrictamente monótono. Si, además, exis- 
to una función с (t), continua y no negativa para і >0, y 
tal que с (0) = 0, с (0) >0 рага t œQ, с (t) > оо cuando 
¿> оо, у tal que es válida la desigualdad (= — y, A (2) — 
= А (у) >c (| — у ID- Il — = ||, entonces, el operador A 
so denomina fuertemente monótono. El operador А se denomi- 
па coercitivo si existo una función y (t) que está definida para 
t>0 y tiende a +оо cuando £ > оо у es tal, quo para cual- 
quier z € X se cumple la desigualdad (т, A (z)) > y (Il æ 1) х 
х || z |l- El operador А se llama demicontinuo en un punto 
to € X зі de =, —> zo, según la norma de X, se deduce que 
A (tn) > A (хо) (n А оо) débilmente, es decir, (z, A (т„)) > 
> (2, A (2p)) (n — оо) para cualquier т € X. 

TEOREMA 29.1. Sea que un operador А aplica un espacio de 
Banach separable real X en el espacio X* y es fuertemente mo- 
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пбіопо y demicontinuo. Entonces, la ecuación А (x) == y tiene 
la única solución х para cualquier y Є X*. 

En las condiciones del teorema 29.1 para hallar aproxi- 
madamente la solución = se aplica el método de Galtorkin, 
Sea Х„ (п Є №) una sucesión de subespacios n-dimensionales 
en X con base (—f”)i,, densa al límite en X. La aproxima- 
ción de Galiorkin 


a 
Tn = У) Кори 
ii 
se busca aquí del sistema de ecuaciones 
(O, А (22) = (9, у), k=1, 2, ..., п. 


TEOREMA 29.2. En las condiciones del teorema 29.1 para 
cada п existe una única aproximación de Galiorkin х„ de la 


solución exacta x. Con esto > (п —- оо) según la nor- 
ma dol espacio х. Si || A (и) — А (0) | S K | uw— v || en 
una bola S que contiene todos los xn y z, es válida la estima- 
ción de la velocidad de convergencia 


Wz,—2 1 <c"t (К) 2 Рл ll, 


donde с (t) es la función de la definición de un carácter топб- 
tono fuerte y Р„ es un proyector sobre X n. 

' 29,1. Sea que un operador je, f: R— R satisface la 
condición (х — y) [/ (z) — f (y)] ;> 0 para cualesquiera z, 
y Є R. Demostrar que ў es un operador monótono. 

29.2. Sea que un operador f (2), f: R— R satisface la 
condición (ж — у) [/ (ж) — f (у) > a [z — у I? para cuales- 
quiera z, y ER, donde а > 0 es una constante. Demostrar 
que f es un operador fuertemente monótono. 

29.3. Demostrar que la función 7 (2) = 2° +zx-+1 
(= € R) define un operador fuertemente monótono en R. 

29.4. Sea que una función f (z), f: R — R es diferencia- 
blo sobre R уу (x) > a sobre R donde a es una constante. 
Demostrar que f es un operador monótono para « > 0 y fuer- 
temente monótono para æ > 0. 


29.5. Sen que para todos los z= {д} Є E" está dofi- 
nido el operador А: E" —= Et 


Li (Tis ---> Za) 
sía RR ане ], 
Ín (ж, ---> Za) 
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Verificar que si para cualesquiera х € £* se cumple la de- 
sigualdad 


Rh 
Y, ба) (ә, cs аа) A Wo +++ yS 
h 
> Y, iz — nl, 


donde с es una constante, entonces el operador A (х) ез monó- 
tono рага c > 0 y fuertemente monótono para с > 0. 

29.6. Consideremos el operador А (x) del problema 29.5 
para k = 2. Sea que las funciones de coordenadas f, у ў, en 
todo Æ? poseen derivadas parciales AO j=1, 2) además, 
оп todos los puntos de £? se cumplen las desigualdades 


>a, 1=1, 2; 34 |<», i#j; i j=1, 2, 


dondo a, $ son constantes. Demostrar que el operador А (х) 
es monótono рага В <a y estrictamente monótono con 
c (t) = (a — В) para В < о. 

29.7. Demostrar que el operador A: E? => /% 

a a 
(= (оаа 4 5774 
ез estrictamente monótono. 

29.8. Sea un operador А: X > X* fuertemente monóto- 
no. Domostrar que А es un operador coercitivo con y (t) = 
= c (t) — А (0). 

29.9. Demostrar que si un operador А: X — X* es coor- 
citivo, entonces (z, А (2)) > +00 cuando || = ||—> -+o0. 

29.10. Demostrar que si un operador А: X= X* es 
coercitivo, entonces || А (z) || > 3-00 cuando || х > оо. 

29.11. Soan: Н, un espacio de Hilbert; А: H — H, un 
operador соп D (4) = H. Formular para А las definiciones 
de monotonía, monotonía fuerte y coerción. 

29.12. Sen A Є £ (Н), además, para cualquier x € H 
se cumple desigualdad (Ах. ж) > y (=, х) donde y > 0 os una 
constante. Demostrar quo А es fuertemente monótono y coor- 
citivo. 

29.13. Sea que un operador f (z), f: R—- R es continuo 
y monótono sobre R y f (=) > co cuando z > оо. Demostrar 
que la ecuación f (x) = 0 tiene al menos una solución en R, 
y, además, si f es estrictamente monótono esta solución es 
única. 
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29.14. Comprobar que la función 
123—5 para х<—1, 
19=4 242 para —1<2<1, 
27-54 para z>1 
es monótona, tiendo a +00 cuando х — -+oo, pero es discon- 
tinua y la ecuación ў (х) = 0 no tiene soluciones. 

29.15. Sea un operador f: В — R continuo y fuertemento 
monótono. Demostrar que la ecuación f (х) = O tieno solu- 
ción única en R. 

29,16. Sca que una función de dos variables ў (х, t); f: 


E* > R ез continua sobre E? y para cualesquiera =, y, LE К 
satisface la desigualdad 


E-NU (0-1 Hola y P, 


donde с > 0 es una constanto que no depende do t. Demostrar 
que sobre R la ecuación f (т, t) = O determina la única fun- 
ción implícita ж = q (1), continua sobre R. 

29.17. Generalizar el resultado del problema 29.16 para 
el caso cuando t € б, es un recinto cerrado o abierto en E". 

29,18. Sea que una función f (т, t), continua en E?, sa- 
tisface la desigualdad f. (z, t) > с > 0. Demostrar que os 
válida la afirmación del problema 29.16. 


Íi (2, а) 
29,19. Sea que el operador 4 ө-(# l, 8) es con- 

E 
tinuo para cualesquiera (¿Jer y satisface la condi- 
ción de monotonía fuerte 
к — з) (з (а, ж) — fi Wis 08) + (Fa — Ya) X 

х (fa (En Ta) — fa (Ys Ya) > 

> ell — y + (0 — yd 
donde с >> 0 es una constante. Demostrar que para cualos- 
quiera тү Є В, la ecuación ў, (ху, z2) = 0 tiene la solución 
única х, = y (тү) que es continua sobro R. 

29.20. En las condiciones del problema 29.19 considere- 
mos un operador А, (х1) = f (т, Ф (тү)). Demostrar que А, 
es continuo y fuertemente monótono sobre R. 

29.21. En las condiciones del problema 29.19 demostrar 
que, еп Ё, la ecuación A (z) = O tiene solución única. 

29.22. Sea un operador A: E" => E” continuo en E" y 
fuertemente monótono рага с (t) = ct donde с > 0. Emple- 
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ando el método de inducción matemática respecto a К, de- 
mostrar que la ecuación А (z) <= 0 tiene solución única 
en E". 

29.23. Sea un operador А: E" — E" continuo y monó- 
tono. Demostrar que para c>0 el operador А, (х) = 
= А (z) + cz es continuo y fuertemente monótono con 
c (i) = ct. 

\ 29.24. Sea que un operador А: Е" —› E" posee la si- 
guiente propiedad: existe un r > 0 tal, que para todos los = 
con || ж || >r se cumplo la desigualdad (z, A (2)) > 0. De- 
mostrar que рага || = || >r válida la desigualdad (=. 
А. (2)) > 0 (el operador А, (z) fue definido en el proble- 
ma 29.23). 

29.25. Sea quo un operador A: Е" > E" es continuo, 
monótono y satisface la condición dol problema 29.24. De- 
mostrar que la ecuación A (х) = 0 ticno solución en Æ*. 


Para esto, considorar operadores A, (х) = A (Mita Y; 
empleando los resultados de los problemas 29.23 y 29.24, 
demostrar que: 

а) para n EN toda ecuación A, (х) = O tione la solu- 
ción única zx, en Ё"; 

ЕЗ Ги soluciones z, satisfacen la desigualdad || х, H <r 
(n EN); 

с) existe una subsucesión zn, (К € №) de la sucesión £p 
que converge hacia xp, solución de la ecuación А (z) = 0. 

En los problemas 29.26—29.38 sobre el segmento [0, 1] 
se considera el problema do contorno 


£z (t) — f (t, z йуу = 0, 
Ds (0) = BT (USO, k= 0, 1, .. n m— i, 
con la expresión diferencial formal (m > 1) 
£2(0= 2 (—1)* D” [Pr (9 D% (01. 
h=0 
d 


Aquí Dez es un operador de diferenciación, los coefi- 


cientes Pa (t) ЄС (0, 1] (6 = 0, 1, ..., т) y la función 
f (t, z) es continua en la franja ¿€ [0, 1], = € (—oo, co). 


Sea 7" [0, 1] un espacio lineal de funciones т veces con- 
tinuamente diferonciables sobre [0, Й y соп el producto 
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escalar 


т 
[5 9009 0], 
i=o 
(0()=x(), y” (t) =y йу). 
La completación del espacio Ẹ™ [0, 11 es un espacio de Hil- 


bert llamado espacio de Sóbolev y designado por Н" [0, 1). 
Los elementos adjuntos a Й”" [0, 2] al completarlo, puodon 
identificarse con funciones dol espacio С”"-! [0, 1] que tienen 
derivadas generalizadas. Es válida la afirmación sobre ol 
encaje del espacio А” [0, 1] en el espacio С"'-! [0, 1], análoga 
al teorema 4.1. 

En el espacio Н" [0, 1) consideremos el subespacio 
Йй" 10, П = (e (t) € H” (0, 1: Dz (0) = 

= DEU = 0, =0,1,...,т—1). 

Una función = (t) € Й" 10, 1) se denomina solución gene- 

ralizada del problema de contorno dada, si para cualquier 


26" 0, И se cumple la identidad їй 


a(z, = і Y Pa (0) D*z у Dz бу di = fre 209) 20) dt. 


o ло 


29.26. Domostrar que рага todo х Є Ў" (0, 2], una ex- 
presión a (х, z) es una funcional lincal acotada respecto а 


z € Й" [0, Д y, por consiguiente, se representa de la forma 
a(t, 2)=(2, 2) Mo, y = (AZ, 2) mo, 1] 


29.27. Demostrar que A Є (0 10, П, Н" [0, Ш) donde 


ol operador Az = E fue definido on el problema anterior. 
29.28. Sea que existe una constante « > 0 tal, que para 


todos los = € Н" 10, ll se cumple la desigualdad 
a(z, > || ®Ї тө, ye 


Empleando el problema 29.12, demostrar que el operador А 
es fuertomente monótono. 
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29.29. Demostrar que para toda función f (£) Є Lo (0, 1] 
1 
$ MOHOL 
о 


es una funcional lineal acotada respecto а z Є Й" [0, 1) y, 


por consiguiente, охіѕіо una única función y € Й" [0, 1) 
tal, que 


{ 
| FO 20) dt = (у, mo, n 


29.30. En Й" {0, 1] consideromos la ecuación Ах = 
donde A e y fueron definidos en los problemas 29.26—29.. Я 
Demostrar que en los supuestos del problema 29.28 esta ecua- 
ción tiene solución única, correspondiente a la solución ge- 
neralizada del problema lineal inicial de contorno con 
$ (t, 2) ==] (t). 

29.31. Sea quem = 1, P, (t) = 1 y la norma on Й" (0, 1] 
está engendrada por el producto escalar 

1 
@ Dimo, И O dt 
° 
Scan: С (t, s), la función de Green para el operador de Sturm— 
Liouville Uz = —z”"; z (0) = x (1) = 0. Demostrar que la 
ecuación introducida en el problema 29.30 es la siguiente 
ecuación шм lineal de Fredholm de segunda especie 


#®+ ве, ЗУР, ($) х (в) ds = {се 3) / (9) ds. 
Ó 


29.32. Demostrar que si se cumplen las condiciones del 
problema 29.28, el producto escalar, en A” [0, Il, puede 
darse mediante la fórmula 


(к, Jumo, ра (T, 2). 


29.33. Empleando el problema 29.29 demostrar que el 
problema lineal inicial de contorno (para f (t, х) = f (2)) 
tione la única solución generalizada z = y, donde y es tal, que 


1 
$ 1(02(9 des (у, Damgo, n 
è 
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29.34. Demostrar que para cada = Є É" (0, 1, la expre- 
sión 
А 
J itt, z (8) z (e) de 


es una funcional acotada respecto a z ЄЙ" [0, П y, por cons- 
iguiente, existe un único operador lineal Ф (х) que aplica 


Н" [0, l en sí y es tal, que 
1 
(ле, 200) 20 4 = (Ф (ш), тоц. 
° 


29.35. Soa que en los supuestos del problema 29.28 para 
todos 105 ду, £a Є (—оо, +00), t E [0, 1] se cumple la des- 
igualdad 


ПО z1) — f (t, 2) (а — 2) < 0. 


Demostrar que el operador F (z) = A — Ф (т) es fuorte- 
monte monótono y, por consiguiente, el problema de contor- 
no tiene una única solución generalizada. 


29.36. Sea Н„ un subespacio n-dimonsional en И" [0, 1. 
Definamos la aproximación de Galiorkin =, Є H, do la so- 
lución generalizada de un problema de contorno inicial, como 
una función que para cualquier 2, € M, satistace la iden- 
tidad integral 


а (En n) = (f (t, En), 2) 1200. 03 


Demostrar que existe una única aproximación de Galior- 
kin дл. 

29.37. Sea {Pr (t))h=, una baso en Н„. Demostrar quo la 
identidad integral para 


а 
an= >?) Epi 
a 


es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones: 


È абры Pm) En = (FO 3 БФ), Pm zero, п 
m=1,2,...,n 
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29.38. Sea que т = 1, f (£, z) = } (0). Consideremos un 
subespacio de splines lineales que se anulan рага t == 0 y 
t = 1 (véase el problema 27.8). Hagamos 


ni 
а= A Eno (0. 


a) Calcular a (Or, Om) Y Y, Om)rewo, a(s m=1, 2, -.. 
..., 0—1) para este caso. 

b) Escribir el sistema de ecuaciones de Galiorkin para 
п, En ++ з Ent 
с) Demostrar la convergencia del esquema y estimar el 
orden de || zn —% flipo, үр 
(En los problemas 29.37 y 29.38 la dependencia de las fun- 
ciones básicas (qa (Ф)}%=1 y de las coordenadas (Edi 
respecto a la dimensión л del subespacio H, no se indica). 


Capítulo 8 


Elementos de la teoría de extremos 
y del análisis convexo 


$ 30. Condiciones necesarias de extremo 
de una funcional 


Sea Ф (х) una funcional en un espacio normado lineal real 
X, definida en un entorno $ de un punto zp. Se dico que 
Ф (z) alcanza un mínimo (máximo) local en el punto хо, si 
existe un onlorno S, <= S del punto =, tal, que y (х) > 
> р (ше) (02) < P (£))) para todos los x Є S,. Si y (ж) alcan- 
za un mínimo o un máximo locales, se dico que y (ж) tieno un 
extremo local on ol punto To. 

Soa F (х) un operador no lineal definido en un entorno 5 
do un punto т, do un espacio de Banach X con valores en un 
espacio de Banach Y. Si para todos los h Є X existe ol límite 


lim дора = ôF (шу; №), 
20 

esto límite se denomina primera variación del operador F (2) 
en el punto xo. Si SF (ту; А) = Ah, donde A € £ (X, Y), 
se dice que el operador F es diferenciable 'en el punto zp en 
el sentido de Gateau y А = Ф (2o). 

TEOREMA 30.4. Sea que una funcional ф(х), definida en un 
entorno de un punto xo, alcanza un extremo local en el punto 
xo y tiene primera variación $ (xo; h) en este punto. Entonces 
S (£o); A = 0. 

COROLARIO. Si en las condiciones del teorema 30.4 el espa- 
cio X es de Banach y la funcional q (х) es diferenciable en el 
sentido de Gateau (Fréchet), entonces q” (=) = 0. 

En el cálculo de variaciones clásico en calidad de X se 


toma el espacio С [£o, tı] do funciones z (t) continuas sobre el 
segmento Íte, £] y que satisfacen las condiciones = (tọ) = 
= z (1) = 0, o ol espacio С" [£,, t,] de funciones z (t), п 
veces continuamente diferenciables sobre [#,, tı] y satisfacen 
las condiciones 24 (t) = 2 (4) =0 (Е 0 
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<. n — 1). Al mismo tiempo se consideran las funcionales 


4 
(а) = fro, z, х) dt, a) 
7 
фк 1) = fr (t, £, y 2, у), (9) 
io 
(= fre, а, ж',а',..., 209) dt. (3) 
to 


Un extremo de una funcional se denomina: fuerte si el 
entorno S}, en el cual se cumple la desigualdad, se compren- 
do en el sentido del espacio С [£p, til; débil зі so comprendo 
en el sentido del espacio С" itọ, tı] (п > 1). 

Si on (1)—(3) la función F os suficientemente suavo, la 
condición necesaria de extremo que se dosprende del teoro- 
ma 30.1 tiene la forma: 

para la funcional (1), de la ecuación de Buler 


Р. — do Ру = 0, [O] 
para la funcional (2), del sistema de ecuactones de Euler 
{ Pq Ру <= 0, 


© 
гу 4Р0, 


рага la funcional (3), de la ecuación de Euler—Poisson 


d рд b р ad ре 

Р.т Г А а Рае AA ri SO (6) 

Una función o un par de funciones del ospacio considerado 
que es solución de (4), (5) o (б) se denomina eztremal; hablan- 
do en general, no se puede garantizar la охізіепсіа de una 
extremal. 

Si el extremo de los funcionales ш, (2) o (3) se busca en 
la clase de funciones que satisfacen las condiciones de fron- 
tera no homogéneas 


z (ta) = Zo, 2 (f1) = 2, (7) 


о 
а) = дүз, 20 ()=2P, 0, 1, ...,n—£, (8) 
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las condiciones necesarias (4) — (6) siguen siendo válidas y 
la extremal que satisface una de las respectivas ecuaciones 
(4) — (6), debo, cumplir también las condiciones (7) o (8). 

Sea que una curva z = т (t) es la solución de un problema 
varicional con fronteras movibles, es decir, realiza un extremo 
de la funcional 


Ф РО а, 2) а 
Н 


entre todas las curvas y de la clase Сї que unen puntos arbi- 
trarios de dos curvas suaves dadas z = f, (t) y z = fa (t). 
Del teorema 30.1 se desprende que para hallar extremales en 
el problema con fronteras movibles es necosario: 

1) componer y resolver la ecuación de Euler (4), obte- 
niondo una familia de extremales ж = f (t, С,, C4) que de- 
pende de los dos parámetros С, y Ca; 

2) do las condiciones de transversalidad 


(FP Gia’) Е 0, 
Ш 0—27) Р 0 


y do las ecuaciones f (to, С,, Ca) = fa (to), f (tu С, Ca) = 
= fa (tı), determinar los puntos ty, t, у las constantes С,, Cy. 
Sea que una curva y realiza ‘сі extremo de la funcional 


t 
Э = fre z, 2) dt, 
to 


satisface las condiciones de frontera = (to) == Zo, х (1) = 2, 
y es suave a trozos, es decir, puedo tener un salto de la deri- 
vada (punto angular) en cierto punto т (ty < т < t). Enton- 
сез, Faxrli = 0 y del teorema 30.1 se desprende quo, en 
el punto angular, la extremal debe satisfacer las condiciones 
de Welerstrass—Erdmann 


Fita Ево 9 
(а Ра) limo — (F — Pi) алко O 


Sobre cada uno do los segmentos [£,, т] у [r, £,], la extremal 
debe satisfacer la ecuación de Euler (4). Las cuatro cons- 
tantes arbitrarias surgidas al resolver (4), hablando en gene- 
ral, pueden determinarse de las condiciones de frontera, de las 
сосн de continuidad de la extremal у de las condicio- 
nes (9). 
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Sea que uña función z = = (£) es solución do un problema 
isoperimétrico do extremo condicionado, es decir, realiza el 
extremo de la funcional 

pi 
Ф) | F(t, z, z) dt 
to 
para las condiciones de frontera z (tp) = £o, = (4) = 21, y la 
condición 
ц 
6) = { Git, z, 23-с. 
% 
Del teorema 30.1 so desprende que para determinar extrema- 
les en el problema 'isóperimétrico es necesario: 

1) componer la funcional de Lagrange L = ф + Ap; 

2) componer y resolver Ja:ecuación de Euler (4) para la 
funcional 2, obteniendo una familia de extremales z == 
= f (t, С, Co A; 

3) delerminar las constantes C, С, y el parámetro А do 
las condiciones de frontera y de la condición y (z) = С. 

30.1. Demostrar que todo extremo fuerte do Ja funcional 
(1), es simultáneamente extremo débil. 

©, 
30.2. En el espacio C" [0, х] consideremos la funcional 
а 
(= f a? (1—2?) dt, 
00 


a) Demostrar que q (х) alcanza un mínimo débil sobre la 
función z = 0. 


b) Tomando =, (1) == sen nt {з € Му, comprobar que, 
n 
sobre la función z (t) = ES Ф (х) no alcanza un mínimo fuer- 


"30.3. Demostrar que para la funcional 
i 
Ф()= fe (æ, 2) de 
to 


la ecuación do Euler (4) puede escribirse de la forma 
P—x'Pi=C, 
siendo С una constante arbitraria. 
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30.4. En la clase de curvás suaves hallar las oxtremales 
de las funcionales: 


a) p(x) = | (+2 ?+42xe) de, 2(0)=0,5, z (1) =e; 


b ф(д = | (0210—29) dt, z(—1)=1, z (0) = 0; 
©) ф (д = | (22-6222 +2 dt, 200) =1, 20) =; 
d) 0) = | (2422) dt, z(1)=0, z(e) =1; 


9 ф@= [exa 20) 1, 20) = У, 


өс чыл» аә ло е 


) elas | (4х соз t 42227 dt, z (0) = х (л) = 0; 
o 


2л 
o (= $ (22—22) de, х (0) = z (2л) = 1; 
o 


p 
h) ф(@= {цив+@-+е) 24, plazo al) 
% ó 
1 
D oo | 02) dt, 20) =0, 20) а 
0 
«is a 
рро | 62—290, 2o, .5-Y2, 
% 


к) g(a) | e—a) dt, х(0у=1, 20) =; 


= 


2 
1) Ф@=} (+82) dt, z(1)=3, 2(2)=4; 
i 
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2 Ita 
m) Ф (2)= EZ ш, x(0)=2, 7(2=0, z DO; 
ó 


р 
n) ф(х) = утаа, a (to) = to, DUN =t. 
to 


30.5. Hallar las extromales de las funcionales que con- 
tionen derivadas superiores: 


И 
a) фб) = jaa 20) = 20) = 0, 2 (0) = 0, 
з 


ж'(1)=1; 
Й 
b) Pla) = $ (422422) dt, x (0) =x(1)=0, ж' (0)= 
ó 


=4, (Y) =—sht; 

с) ф(х) = f etanan z(t) =z 2(l) = ау, 2 (t) = 
=, =з 

a) ф(2) = ааа) de, z(t = To, z(t) = 21 7 (t) = 
=, 2 (6) Sa 

o) e=] q 04242) dt, z(—e) =a (e) =2' (—e) = 
Y (e) =0; úl 

РА 


0) (а) = |! (272 — 22 + уа, 200) = 1, (5) =—=0, 
è 


z @=0, т (7)=-1; 
М 
E) ele (240z — aaa, z(— 1) = 1, 2(0) =0, 
a 


Y (—1)= —4,5; 2 (0)=0, 2" (— 1) = 16, z” (0)=0; 
197 


1 
n) (2) = { (22422) dt, 200) =0, z(1)=sh1, a (0)= 
5 


=1, z (1)=ch1. 
30.6. Hallar extremales de las funcionales que dependen 
de varias funciones: 
ns 
a) p(z, у) = | (2y — 42? + 12 — уз), х(0) = 0, 
Й 


СЕЕ 
| 


b) (ж, y= | (2427) й,х(—1у—2, 20) 
1 


=0, y(—1)=—4, y(1)=1; 
na 
с) ф(х, у) = \ (224 y 2—22y) dt, х(0):=0, (5) = 
è 
=1, y(0)=0, y (E) AS 


1 
d) pla we | (22+ y+ 2a) й, z(0)=1, 200) = 1,5; 
a 
y(0)=0, y(1)=1; 

A 


ri 
e) p(z, y) = \ (25у — 222 + 272 — y'2 dt, x(0) = 0, 
ó 


а (5) 2, ›@=0, y (5) 0; 


1 
Doa y= | 2409) dt, 2(0)=0,  (1)=1, y (0)= 

0 

=0, y(1)=—3. 
30.7. Sea que las fronteras movibles para una funcional 
Ф (2) son dadas por las ecuaciones t = a y t = b. Empleando 
el teorema 30.1 escribir la condición necesaria do extremo de 
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la funcional y hallar las extremales si: 
ы 


a) фб) | (4—2?—225en t) dt; 
a 


зд 
d) ф(х) = \ (Ara — 1623) dt. 
i 


30.8. Escribir ła condición de transversalidad para la 
funcional 


А 
о) = | otse VIF 7I, 
te 

зі х Ку = xo y el punto (t,, л) puede moverso por la curva 
ж = yp (t). 
. Hallar las extremales de la funcional 

EO 

Фб) | (2-23, 
š 


si х (0) = O y el otro punto de frontera puede moverse por la 
recta t = л/4. 
30.10. Hallar extremales de Ја funcional 
4 
En 
Фб) = pu а, 


si æ (0) = 0 y el punto (tf, аң) puedo moverse: 
a) por la recta z = t — 5; 
b) por la circunferencia e — 9 + 2° = 9. 


30,11) Empleando los métodos del cálculo de variaciones 
hallar la distancia: 


a) entre la parábola y = т? y la recta  — 5; 

b} desdo el punto А (1, O) hasta la elipse 42? ДЕ 9y? = 36. 

30.12. ¿Jixisten soluciones con puntos angulares en el 
problema do extremo de la funcional: 


a 

п) o | (tade, z(t) = zo, 2 (0) = zi 
6 
a 


b) oía = \ (29—6272) dt, а(0у=0, х(2у<0? 
o 
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30.13. Hallar la solución con un punto angular en cl 
problema sobre el mínimo de la funcional: 


a) ф(2) = \ 272(2 —1)24, 2(0)=0, 2(2)=1; 


ак өчсө 


b) фб) = | (ж —1} Ad, 2(0)=0, 204) = 2. 


è 
30.14, Hallar la solución con un punto angular en el pro- 
blema sobre el mínimo de la funcional 
niña] 200—279), 2(—1)=0, 2(1)=1. 
и 
30.15. Hallar las охігота1еѕ del probloma іѕзорогітбігісо: 
а) ф(х)== feted, х(0) = 0,5, z(1) = e con la 
0 


Be? 


4 
condición | 2ze' dt = 
0 


П 
b) Pla) - Jano) dt, z (0) == (1) O, con Ja condi- 
o 


1 
ción | a2 (1) dt=2; 
è 


1 
©) (0) = | sdt, 200) =1, z(1)=6, con la condi- 
o 


А 
ción | 203; 
0 


i 
d) g (2)= | 2200, 200) =0, 20) = $> con la condi- 
П 


1 
ción }(а—2)%%= 45. 
o 


200 


30.16. Entro las curvas de la longitud dada Z, que unen 
los puntos A (to, Zo) y В (t,, 21), hallar la del centro de gra- 
vedad que se encuentra on la inferior. 

30.17. Hallar la extremal en el problema isoperimétrico 
de extremo do la funcional 

1 
pla ой = | (42+y?—4ty' —4y dt, 


o 


4 
con la condición f (зш — y) dt=2 y las condiciones 
0 


de frontera = (0)==0, = (1) = 1, y(0)=0, y (1) —1. 


30.18, Hallar la extremal de Ja funcional 
р 
Ф (а, н) = fes Ear?) de 
ә 


si oxisten la relación z? -|- y? = R? y las condiciones de fron- 
tora (0) = R, z (1) = 0, y (0) = 0, y (1) = R. 
30.19. Hallar la extremal de la funcional si existe la re- 
lación diferencial: 
ча, 
а) ф(х, y= \ (E-2n2) dt, а(0у=0, (7) =1, 


con la condición LE=2y —4ta: 


‚ 
Dota = | (+) dt, 2(0)=0, z()=1, bajo 
è 


la condición Ż=y— г. 


dz 
аг 

30.20. Sean: A, un operador autoconjugado en un espa- 
cio de Hilbert real Н; y Є Н, un elemento fijo dado. De- 


mostrar quo la condición necesaria de extremo de una fun- 
cional q (т) se reduce a la ecuación: 

a) Az = у, si Ф (2) = (Az, 2) — 2 (£, y); 

b) z + Ах = y, si ф (z) = (Az, 2) + (z, 2) — 2 (2, y). 
¿Qué se puede afirmar que estas ecuaciones son resolubles si 
А es un operador totalmente continuo? 
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30.21. Demostrar que el problema isoperimétrico para la 
funcional 


è 
o= | 1p (9 22-а Ade 


con las condiciones de frontera г (a) = = (b) = O y Ja con- 
dición 


ь 
fg d=t, 


donde p (t) E С! Ía, bl, p (t) >0 sobre [а, b], q (t) E C la, dl, 
q (0) > O sobre la, b], es equivalento al problema de Jas fun- 
ciones propias del operador do Sturm—Liouville. 


$ 31. Condiciones suficientes de extremo 
de una funcional 


TEOREMA 31.1. Sea una funcional y (х) dos veces continua- 
mente diferenciable según Fréchet en un entorno S de un punto 
хо de un espacio de Banach X y Ф (ху) = 0. Si existe un 
a > 0 tal, que para cualquier h € X se cumple la desigualdad 
Ф (20) А > a НА IP (Ф” (£0) A? < — || h |P), entonces xo es 
un punto mínimo (máximo) local de q (т). 

A continuación se considera la cuestión sobre las condi- 
ciones suficientes de extremo de la funcional 

te 
т(@= {ғ (e, z, a) dt (09 


en el espacio C* И, til (k > 0). 

Una familia de curvas z = z (t, С) (z € С! la, bJ) forma 
un campo propio en una región (dominio) dada si una, y sólo 
una curva = (t, С) do esta familia pasa por cada punto (f, а) 
de esta región. El coeficiente angular р (2, =) de una tangente 
а la curva de la familia т (t, С), que pasa por el punto (t, х), 
se denomina pendiente del campo en el punto (t, z). Una fami- 
На de curvas z = т (t, С) forma un campo central en la región 
dada si las curvas de esta familia cubren toda la región, no 
se intersecan en esta región y parten de un punto (to, Zo) 
que se encuentra fuera de la región dada. El punto (to, Lo) 
se denomina centro del haz de curvas. Un campo, propio o cen- 
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tral, formado por una familia de extremales de cierto proble- 
ma variacional se denomina campo de extremales. 

Sea que una curva т = z (t) representa una extromal de la 
funcional (1). Se dice que la extremal z = z(t) está incluida 
en el campo de extremales, si se halla una familia de extrema- 
les z = z (t, С) que forma un campo en el cual se encuentra 
la extremal х = z (t) para un valor С = Ce, además, esta 
extromal no está situada en la frontera de la región dada en 
la quo la familia т = т (t, С) forma el campo. Si el haz de 
extremales con centro en el punto А (ty, zp) en un entorno de 
la extromal z = z (t), quo pasa рог el mismo punto, forma 
un campo, con esto se halla el campo central que incluyo la 
extremal inicial z == = (t). En este caso, como parámetro do 
la familia puede tomarse ol coeficiente angular de la Langente 
alas curvas del haz en el punto А (to, To). 

Para que so alcance un mínimo débil sobre la extromal da- 
da do la funcional (1), es necesario que se cumpla la condi- 
ción Fi > 0 en todos los puntos do la extroma) considerada 
(la condición Fy« > 0 se denomina condición de Legendre). 

La ecuación del tipo 


(в $ Pie) и @— qe Crew! (0) =0 


se Пата ecuación de Jacobi para la funcional (1). Si existe 
una solución de la ecuación de Jacobi que satisface la condi- 
ción u (to) = 0 que no se anula en ningún punto del semin- 
tervalo ty < t< t,, entonces el arco AB de la extremal, 


donde A (to Zo), B (ty, 23), puedo ser incluido оп ol campo 
contral de extremales con centro en el punto Л. 


Se denomina función de Welerstrass para la funcional (1) 
a la función 
E (t, z, p, 2) = F (t, 2,7) — F (t, z, p)— 

— (2 — p) Fe (b, 2, р), 
dondo p (t, x) es la pendiente de extromales en el punto 
(e а). 

Para que la funcional (1) alcance un extremo débil sobre 
una curva C, es suficiente que se cumplan las condiciones 
siguientes: 

1) la curva C es una extremal; 


2) la extremal C puede ser incluida en el campo do extre- 
males; 


3) la función Е (t, х, р, 2”) no cambia el signo en todos 
los puntos (ё, х), próximos а los puntos de la curva С, y, 
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para 2", próximos a р (2, z). El mínimo se realiza on el caso 
cuando Æ > 0, el máximo, cuando Е < 0. 

Si a la par con las condiciones 1) y 2) se cumple la con- 
dición 

3°) la función 2 (t, x, р, x') no cambia el signo en todos los 
puntos (t, х), próximos a los puntos de la curva С, ni para 
los valores arbitrarios de z’, entonces, sobre la curva С se 
realiza un extremo fuerte, mínimo on el caso cuando Æ >0 y 
máximo cuando E < 0. 

31.1. Indicar los campos propio y contral de extromales 
de la funcional: 


з) elo \ (242%) dt, a > 0; 
è 
ns 


Ы фб) | (24044) de. 
á 


31.2. Examinar si la extremal do la funcional dada so 
incluye en el campo de extremales (propio o central): 


a) Ф (2) = | (2? +sen? t) dt, (0) =1, = (2) = 1; 


b) pla) | (224 son? 0) dt, 2 (0)=0, 20) =4; 


©) ф(@= | (AF) dt, z(-1)=0, = (1) 0,5; 


d) (= | (22—012) dt, z (0) == (1 =0; 


е) ọ (x)= | (2e'z+ zx?) dt, z(0)=4, = (1) =c; 


è 
D p (= | (2-73) de, (0) =x ()=0, a DO, ат 
de ken, EN; 
2 
0 p= | (22109) dt, z(M=1, 2 (2)=3? 
o 
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31.3. ¿Se cumple la condición de Jacobi para la extromal 
do la funcional que pasa por los puntos dados: 


a) ф (2) = СЕ dt, х (0 “O, = (а) = 3, а> 0; 
a 


у фо } 022—420], 2 (0)==(0)=0, а> 
44 


>. 0% л, REN; 


2 

) Ф (2) = ў (2724-22 0) de, ж (0) = ж (0) = 0; 
o 

d) Фа) = ¡ (02—22) dt, 2 (0) == (a) ZO; 
à 


1 
°) Ф) = { (9124-2724 02) dt, 201) = —2, x (0) =0; 
a 


| 


9 Ф (= $ (1473 de, = (0) =z (1) =0; 
è 


2x 
2) pa) = $ (02—29) dt, z (0)=0, = (2л) = 1; 
è 


1 
һ) т = ў (249231) de, z 0) == (1) =0? 
Н 


81,4. Demostrar que si la función subintegral de la fun- 
cional (1) explícitamente no contiene х, cada extremal puede 
sor incluida en el campo de extromales. 

31.5. Verificar el cumplimiento de la condición de Lo- 
gendre para la extremal do la funcional que pasa por los pun- 
tos dados: 


2 
a ple) = | Eta dt, а (0) =4, 2 (0 =5; 
E 


1 


b) o (= (2724122) de, z (—1)=1, 20) 1: 
-i 
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П 
©) pa) = $ (22—a222) dt, ж (0)=x (1) = 0; 
? 


D p= | 2'3 di, z (0) 0, 2 (0) 020, a > 0; 
è 
f 
9 ә) | (e—a) de, z (0) == (1)=0; 
ё 
2 
7) (а) = \ (бї®—х'4--хт'у dt, 2 (0)=0, z (0) = 1; 
? 
з 
y т) = | ze? at, 2 (0)=3, 200) =3; 
3 
W т = Ea, 2) =4, z 8)=9; 
E 


2 
i) рб) | (2222 de, а (1)=0, = ()=1. 
fi 
31.6. Examinar las funcionales para о} extremo: 


А 
a) р (= | (+=) dt, z (фу =0, (у=; 
š А 


1 
b) т = | (120 22) dt, 2 (0) =a (= O; 
? 


А 
9 p= | (+3 dt, « @у=0, z (2)=1; 
E 


1 


d) Фб) = $ e! (2-52) dt, z (0) =1, z (1) =; 
0 


е) ф(х) = | zx? dt, x (0) =0, = (1) = 1а 4; 


onm 
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2 
D о (= | 7 (4er) di, z (0) 4, «(ду= i; 


E 


2 
2) o (= Arde z 0) 1, z ()=4; 
Я 


n o= |, 2 (0) =0, а (0) 0220, a>0, 
o 


4 
й фо) = {+0220 =(0)=0, 2 (NA; 
E 
‚ 
D р) | 429 di, 2 (0) 1, a (=> 
а 


ns 
к) фе] (022—282) dt, 2(0)=—1, z (F) =0; 
0 
2 
) p) = | (222—122 dt, z(1)=1, 20) =8; 
4 


эв 
m) Ф(а)= | (а#—а'°--бевеп 2t) de, ж (0у<=0, z (É) =1; 


2 
no @= | (1—e-x"") dt, x(0)=0, 2 (2) =1; 
o 


1 
°) фб) | (2223 de, z (O) =z (1) =0. 

o 
31.7. En el espacio С [0, 1] consideremos la funcional 


d 
о (a) = }+@—ж‹4, 
y 


a) Demostrar que z == O es la única extromal de y (2). 
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b) Hallar ар en el punto z = 0 y comprobar que para 
cualquier incremento Л € С [0, il (А +0) so cumple la de- 
sigualdad @ф > 0. 

с) Comprobar que en cualquier entorno del punto z = 0, 
Ф (z) puede tomar valores de diferentes signos y, por lo tan- 
lo, х = 0 по es punto de extremo. 


31.8. En el espacio ly para £ = (дщ, Zg, ...) E lg consi- 
deromos la funcional 
э ә 
=> -J + 
=i not 
a) Demostrar que en el punto xy = (0, g, . - -) 59 (ш; 
h)=0. 
b) Hallar Ф en ol punto ху y comprobar que para cual- 
quier incremento № = б Mas >: +) Ely (h 5 0), so cumple 
la desigualdad «р > 0. 


с) Comprobar que en cualquier ontorno dol punto жур (2) 
puede tomar valores do diforentes signos y, por lo tanto, el 
punto х, no es punto de extremo. 

31.9. En un espacio real de Hilbert Æ consideremos la 
funcional Фф (z) = || = |”. Empleando el teorema 31.1 de- 
mostrar que Ф (х) alcanza su mínimo en ol punto = = 0. 


$ 32, Funcionales convexas y semicontinuas 


Una funcional real definida sobre un conjunto M do un 
espacio de Banach X se denomina: 

convexa si М es convexo y para cualesquiera д, х. Є M y 
cualquier + Є 10, 1), se_ cumplo la desigualdad Ф (iz, + 
+ (1— 0) 29) < lo (а) + (4 — 1) Ф (д); 

semicontinua inferiormente, si do £n = zp cuando n -> оо 
(En, Zo E М), n EN), se deduce que Ф (zo) < йш y (€n); 

semicontinua débil e inferiormente, si de х, —> 20 (п > оо) 
débilmente (za, zo € M, п €N), se deduco que Ф (=) < 
< lím ф (25). 

TEOREMA 32.1. Una funcional semicontinua débil e inje- 
riormente dada en un espacio de Banach reflexivo X es acotado 
inferiormente y alcanza su valor mínimo sobre cada conjunto 
acotado débilmente cerrado (convexo cerrado acotado) М < X. 

TEOREMA 32.2. Sea una funcional Ф (х) diferenciable según 
Gateau en cada punto de un espacio de Banach Х. Entonces las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1) y (2) es una funcional convexa; 
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2) el operador q” (z) es monótono; 

3) para cualesquiera z, y € X se cumple la desigualdad 
Ф (у) — Ф (2) > p (z) (y — 2). a 4 

COROLARÍO, Cada funcional conveza diferenciable según 
Gateau y dada en todo el espacio de Banach es semicontinua 
débil e inferiormente. 

32.1. Sca ф (x) una funcional lineal sobre un espacio de 
Banach X. Demostrar que | Ф (х) | es una funcional convexa. 

32.2. Sean: X, un espacio de Banach; M с X, un con- 
junto convexo; Фф (х), una funcional convexa definida sobre 
M y tal, que q (х) > O para cualquier = Є М. Demostrar que 
ф? (х) es una funcional convexa. 

32.3. Sea X un espacio de Banach; рага х € X hacemos 
ф (ш) = || х ||. La funcional Фф (т), ¿será: 

а) сопуеха; 

b) continua; 

с) débilmente continua; 

d) somicontinua débil e inferiormente? 

32.4. Sean: X, un espacio de Banach reflexivo; Мс X, 
un conjunto convexo cerrado acotado. Demostrar que: 

a) en M existe un olemento con norma mínima; 

b) para cualquier 2€X existe un z€ М tal, que 
PG, M) = 112 — Il- 

32.5. Sea que una funcional convexa q (х) está definida 
sobro un conjunto convexo M de un espacio de Banach X, 
m= 186. Ф (z). Demostrar que el conjunto {= Є М: 


Ф (£) == т} es convexo. 

32.6. Sea ọ (z) una funcional convexa definida sobre un 
conjunto convexo M de un espacio de Banach X. Demostrar 
que cada punto del mínimo local de q (=) es el punto do su 
mínimo global. 

32.7. Sea Ф (х) una funcional convexa definida sobre un 
espacio de Banach X. Demostrar que para cualquier número 
real А, el conjunto С, = {z € X: q (1) <A) ез convexo. 

32.8. Sea «р (х) una funcional en un espacio do Banach X 
tal, que para cualquier número roal A el conjunto C, = 
= (EX: ф (z) <A) es convexo. ¿Se desprende de aquí 
que q (т) es una funcional convexa? 

32.9. Demostrar que una funcional q (z) en un espacio 
de Banach X es semicontinua inferiormente (semicontinua 
débil e inferiormento) si, y sólo si, para cualquier númoro real 
ol conjunto С, = {ж Є X: q (2) <A) es cerrado (débilmen- 
Lo cerrado) en X. 
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а еп из espa- 


32.10. Demostrar que una funcional conve 
nonte sí, y sólo 


cio de Banach es semicontinua débil o inferior 
si, оз semicontinuo inferiormento. 
32 


convexa semiconti- 
espacio de Banach reflexivo 
la conjunto convexo ce- 


nua inferiormente dada en un 
X, alcanza su menor valor sobre с. 


reado «colado MT X. 
32.12. Eo el espacio СТО, 4] consideremos el conjunto 


M = {z (t) ECO, 1: | (0) 11, (0) 0, e (1) = 1). 
Para z (1) E C 10, 11 hacemos 
П 
Фб) = } a (0 dt. 


a) Demostrar que el conjunto А es acotado, cerrado y 
convexo. 
` b) Demostrar que q (r) os 
tinua. 

с) ¿Alcanza q (2) su menor valor sobre M1? 

32.13. Demostrar que toda funcional somicontinna débil 
о interiormente en un espacio do Banach, aleamza su menor 


valor sobre cada con, отрасіо. 
32.14. En ө] espacio T [0, 4] consideromos la funcional 


a Funcional couvexa con- 


Ф б) = \ lz (1) dt: 
Н 


Demostrar que q (х) alcanza su menor valor sobre cada соп 
junto convexo cerrado acotado. 

32.15. Sean: //, un espacio do Hills Є (1), u 
operador autoconjugado; «р (ж) = (Az, 2). ¿Será In funcional: 

a) continua; 

b) débilmente continua; 

с) somicontinua débil o inferiormente? 

32.16. Demostrar que la funcional «р (z) del problema 
г os convexa si, y sólo s >0 


[Ты 


32.17. acio 2, para т = (т, ха, >.) ЄЛ con 
sideromos la funcional 
Ф (@= 2 3 E — Da 
na "=! 
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a) Demostrar que ip (2) está definida sobre Lodo el espa- 
cio l, y es diferenciable. 

b) ¿Será Ф (х) semicontinua débil e inferiormento? 

3248. Sean: X, un espacio de Banach reflexivo, A € 
Eg (X, X*), ф (ш) = (a An). 

a) Demostrar que la funcional y (=) es diferonciable se- 
gún Gateau y hallar su derivada. 

b) Sea el operador А positivo, es decir, que para cual- 
quier z € X se cumple la desigualdad (х, Ax) > 0, Demos- 
{гаг que ф' (т) es un operador monótono. 

с) Demostrar que para el operador positivo А la funcio- 
nal ф (х) alcanza su menor valor sobre cada conjunto convexo 
cerrado acotado M C X. 

32.19. Scan: Н, un espacio de Hilbert, A Є £ (H); b € 
€ Н, un elemento fijo dado. Рага z € H hagamos q (х) = 
= || Az — b |2. Demostrar que Ф (z): 

a) os diforenciable según Galoau y hallar su derivada; 

b) alcanza su menor valor sobre cada conjunto convexo 
cerrado acotado М с H. 

32.20. Sca que en las condiciones del problema anterior 
Н = E? y, оп una base ortonormalizada, el operador А se 


define por la matriz 
1 1 b ( Т 
1 Ж ы 1) 


¿En qué punto alcanza su menor valor la funcional (p (z) 
sobre la bola $, (0) para distintos r? 


A= 


Respuestas y sugerencias 


Capítulo 1 


St. 


1.12. La inclusión estricta ез posible. 1.13. Hablando en general 
no se deduce. 1.17. Es posible. 1.25. No. Hagamos 


1 o 
0 1 

т=| о |, y=l o ||; 
o o 


entonecs para 2==2/2--0/2 so infringe el axioma dol triángulo. 


Jaa: ym Bm=1, үт = т, m=i, m=i, vm=V m., 


1 1 1 
A яту PA A 
Ка 


Entonces 20") -> O cuando n =» оо en los espacios m, la, су, рого diver- 
go en el espacio h. D), о). 


“-( 


Entonces 24%) -» O cuando п — оо on los espacios co y т, pero divergo 
en ol espacio l}. 1.82. Para су y й, establecer dos inclusiones contra- 
rias. La inclusión су = Í, se desprende del hecho de que os posiblo apro- 
ximar todo olemento del espacio со sustituyendo ela cola» por ceros. La 
inclusión inversa surgo de las Propiedades de la convorgoncia uniforme. 
1.33. a) Sí. b) No. 1.34. a) Sí. 1.37. En los cuatro casos, so puedo. 
1.38. a), d), 0). Se puedo. b), е). No se puede. 1.39. a) No. El complo- 
mento a éste по es corrado. b) No. Es Fempro denso en el espacio 
С la, b]. 1.40. a) Sí. La domostración del carácter corrado utiliza ога 
la propiedad de dimensión finita, ora la representación de polinomios 
mediante la fórmula de interpolación de Lagrange. b) No. La sucesión 
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de polinomios de grado n puede converger uniformemente hacia un 
polinomio de menor grado. 1.42. a) Sí, b) 44. Utilizar la conti- 
puidad uniforme. 1.45. La demostración emplea la inducción respecto 
a k. Sea Р (i) un polinomio tal, que 


А 
пела DS 


Corciorarso de que 
17—91, s) ©? 


1.46. a) Si У) ай <oo. b) Si an es una sucesión acotada, 1.48, Si 


nat 
oxisto un e € R (е > 0) tal, quo para cualquier n € N se cumple la de- 
sigualdad an > е. En coso contrario, el complemento al paralelopípo- 
do no os cerrado. 1.50. Soa que o, (0) contione un segmento (=, y), 
х = y. Comprobar que | = + y 11 == || = 1 + Ilx» 11. Por el contrario, 
si lay I == Iz || + ll y П, además, zs O, y 0 y по oxisto un 
A > O tal, que y = Az, entonces hagamos а = 2/1 = ЇЇ, è = y/ll y ll. 
Comprobar que (а, b] & о, (0). 1-51. Son estrictamente normados los 
ospacios la y Ês 10, 1}. 1.52, A NB y A + В. 1.53. No, yn que А — 
epaia р ХЕ OU 105%. Si 1:58. No. 1.88. а) No. bh o), Чу, 
0). 51. 1.66. Sea La do dimensión finita. La demostración emplea Та 
inducción respecto а n == dim Ly. 1.67. a), с), о), Г), g), j) No. Б), d), 
h), 1) 85. 1.68. b) No. Tomemos 


Am, Ја, 0, 0, di 


М 


та, 


entonces, cuando n— со, zp -+ z = (1, 0, 0,...) € L. 1.69. a) Si. 
b} No. 4.72. Es posible. 1.73. En goneral, la alirmación contraria no 
es válida, 1.78. En cl problema 1.22, sólo el espacio т по es separable; 
on el problema 1.23, los espacios Af [a, b] y V [a, b] tampoco lo son. 
1:81. No. En el espacio la consideremos la sucesión 


2 (0, O, -.., 0, 144/n, O, O, ...) 


n 


y el clemonto z = (0, 0, ..., 0, .. .). 1.83. a), b) En general, по. 
Considerar f: R — R, у (z) = 1/(1 + 23). 1.88. Emplear los problemas 
4.87 y 1.85. 1.89, с) En general; no. 1.91. No. Sca zn = sen nt/n € L. 
Entonces, zn > Ô cuando п -» co, pero f (za) -+ 0. 1:92. a) 51. b) No. 


Tomemos 


a cuando 0<1<1—1/n2, 


29 (0 0 пабе, 141/12) cuando 11/19 LELA. 
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Entonces, en el espacio Ê, [0, 1] za (i) —> ж ка 0, pero zp (1) = n 

A (1) == 0. 1.93, a) Sí, pero no uniformemento. b} No. El ejemplo 

dol problema 1.92 b). e) Sí, pero no uniformemento. 1.95. a) Sí. Scan: 

5 q Ei Р (е, у) = an; А, la hipérbola ay = 1; B, la roota y = 0. 
о. 


52. 


2. 


En gonoral, la afirmación inversa no es correcta. 2.5. b) No. 
п 


а 
z(= 2 he пен. 
к=з 


es fundamental en ambas normas poro по convergo en el espacio consi- 
dorado. с) Las completaciones son isométricamonto isomorías corros- 


pondiontemente a los espacios С [а, b] y Č, (a, b). 2.6. b) No, 2.7. En 
el probloma 1.22, todos los espacios son do Banach, En ol problo- 


ma 1.23 son de Banach todos los espacios excepto К y Lp la, b). Al de- 
mostrar la completitud del espacio У fa, b], se utiliza о) hecho de quo 
la sucesión zp (0, fundamental en la norma do Y la, Б), resulta sobre 
fa, b) convergente puntualmente hacia una cierta función = (t). Queda 

or demostrar que = (1) € Y la, b) y que zn (0) + ш 1) cuando n ~> oo, 

«14. No. Emplear los problemas 2.9 y 1.36. 2. as normas до los 
puntos d) y o) del probbema 1.38 son equivalontes a la norma dol ospa- 
cio Сї [a, b]. 2,24. De modo análogo а la demostración del teorema 2.2, 
2.25. Soa х, € X una sucesión fundamental. Existen un número a, tal, 
que para todos los п > т || Zn — 21 1 < 1/2; un número na tal, 
que si п, >n y para todos los n > п, | Zn —_%na || < 1/22, eto, 
Luego, hay que considerar la sucesión de bolas `З = Sys (Snp) У 
emplear ol problema 2.2. 2.26. En virtud dol problema 1.5, la sucesión 
do radios г, es no creciento. Si rn =» 0 cuando п — co, todo so reduce 
al teorema" 2.2. En caso contrario, o bien гу se estabiliza у ontonces 
todo queda demostrado, o bien ra — р œ> 0, г„ > р. Entonces, la su- 
cesión do holas con los mismos centros de radios г, — р es también on- 


о 
cajada. 2.27. Puedo. Sea e, = (0, 0, 0, 1,0, ...). Xa „е 


h 
2.28, b) Sea E, fundamental on X/L, entonces para cualquier в > 0 
existe un М tal, quo para cualquier л > N у para cualquier т >> 1% 
cumplo la desigualdad || Бърт — En | < e. Sean: ер = 2h; ny talos, 
que [$а+т — Enp || < 2%. Entonces || En, — En, I< 1/2 y exis- 
ten unas ж € Ën, 72 € En, talos, que 1] xa — д 1 < 4. Do modo ané- 
logo so componen las xy € En, tales, quo | ху — ху. |} < 1/2%-1, La 
sucesión ху es fundamental en X, por eso za ~ za € X. Sea Ё, una 
clase que contiene zp. Entonces, En, -> 50 Y, por 10 tanto, > En 
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83. 


3.9. No. 3.11. En general, uo. Sea la sorie У) An convergente 


к=\ 
y para un número escogido e>M, N оз ta), quo У) Arce 
h=N41 
Considoromos la sucesión zn=(1, ..., 1, O, 0, ...). Entonces рага 
=> 


т, п > N so tiene || 3m — Zn || < e, pero z, no es convergente. 3.23. 
La inclusión estricta es posible (por ejemplo, si el conjunto M es siem- 
pre denso en el espacio 11). 3.26. b) fı (0) = 4, fa (O = —t + 1, fa (0 = 
= i — 4t + 2. 3.27. b) A (0 = í, fa (O =2 fa (1) = 4 — 2. 3,29. 
En calidad de un sistema así se puedo escoger, por ejemplo, zn 

= (1,0,0, .... 0, —1, 0, O, 30. М == M £ ев un subespacio 


3. 


2 
unidimensional con la baso a, == (1 0,0, No. 


му N puedon incluso no sor variedades lineales. 3.33. En calidad de 
М os suficiente considerar un conjunto siempro denso en el espacio ly. 
3.34. No, Por ojemplo, sean; M, un subespacio del espacio la del pro- 
blema 3,30; M. un subespacio unidimensional con hase (1, 0, O, ~.. 
‚е 0,...). Entonces, sogún el problema 3.30, М 5 M+, poro 
L=MON. 3.36. b) А2 == {z (0) Є Р sá =()=0 para 
Ë< 0). с). No. 3,87, Del supuesto do que el clemonto х € ls оз orto» 
gonal а la cápsula lineal, deducir que = = 0. 3.38. Demostrar que 


М — то = (e € H: (z, z4) =0, КЄМ). 
3.41. Considoremos la sucesión 
ап (O, O... 0, Hin, 0, O, ...) Elo 


na 


3.42. Soa que para cualquier z € M so cumplo la desigualdad (= — y, 
Y — 2) > 0. Entonces, 

Па z lè = (z — y) + (у —), EUA (у —) >lz— 91 
Reciprocamonte, si y Є M сз tal, que р (т, M) = || z — y || y z € M, 


para cualquier A€10, 1)Ay + (4 — А) 2 М, por consiguiente, 
Па y |? < iie —Ay — (1 — А) z 18, de donde, para А Є 10, 1) х 


х= = у 2) > -4u — à) Ily — z 12 y haciondo que А tienda 


a 1. obtonomos lu confirmación requerida. 3.43. Emplear el proble- 
ma 3.42. Considerar previamente el caso xp = O. 3.44. Sean: M, > 
> Mo. 1... esa sucesión: а, É М, (К E N), el elemento con menor nor- 
ma quo existe según el problema 3.40. Aprovechando el hecho de que 
М, es convexo y acotado, así como también la igualdad del paralelo- 
gramo. demostrar que la sucesión a, os fundamental. 3.45. An = 
= (àz () ЄС10. ЕЕ < 1, 7(0)=0,2 (1) = 1 para 1/n< t <1}. 
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§ 4. 


zn (9=[ 0 Pora 1 6—12 | A/m, 

ji { 4 para |t—1/21>1/n, REN, 

entonces хп (1) Є A, pero cuando n — оох, (1) => z (0) =1 6 4.4.4. 
Sí. 4.16. La convoxidad es obvia. Es suficionte demostrar que el con- 
junto es siompre densa on el conjunto de todos los poliuomios, Para un 
olinomio arbitrario P (1), Ja sucesión Pn (0) = P (0) (1 — 1") satis- 
ace la condición Pa (1) = 0 (п €N) y convorgo hacia Р (() cuando 
n => со 


4.18. Mi= (2 (0) € Za la, b]: æ (0) = 0 para £ € le, d] on casi to- 
dos Jos puntos). 4.19. M сз un subespacio unidimensional con base 
р. 


e 
х (0) Я 
ү 4.21. Hagamos рага < (t) € Lp (а, 0], Ja = x. Puesto que р >s. 
М b 
(2) | Lx (1) [° dt < b—a+(L) f 150 P dt < о. 
Н Н 
En la desigualdad do Hölder 


[со [rema a (со \ иша)!” x 


н с 
t 1/0 
х (оо frewa) 
) ) 
1 1 
Hrs 


tomemos (0) = [= (91%, g () =1, р’ =pls>1 


(£) | 12) vas) \ а] [ш \ оа) 


ntonces, 


о bien 


[co j tato par] ате [(х) \ 1zi) par)” 
а Ё 
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os decit, NISB 4.22. Emplear cl problema 1.45. 
424. cosp чира 425. ROSA, a= fp (Q=1-38, 


9t — 108. 4.27. (Й (a. b)J)2 св un subespacio bidimensional 
зо ту (i) = ef, za (Ù + 4.28. Mi ез un subespacio unidi- 
m base z (t) = sh (2 — (а + b)/2). 4.29. М1 esun subes- 
imensional, que posee como base т (f) = 1. 4.31. y () = 
Sen nt 
= |1. 4.32. =) т, 
lil. 4.32. = (1) = Ў) VE 


asi 


$5. 


5.5. El conjunto do elomentos del tipo (y (1) € С 10, 4]: y (0) = 0, 
0 < y (0 < 2 para cualquier £ € 10, 1]). 5.6. a) u* = 172, р (хо, L) = 
= 1/2. b) u” = t — 8, (е, 2) == 18. 5-0. Emplear los problemas 
4.19 y 5.8. p (z, £) = 1/3. 5.10. Emplear los problemas 3.30 y 5,8. 
On (2, L) == 1/У п. 5.11. 0,25 рага п = 0; 0,9: — 0,2 para n = 1; 
14,56 — 0,6: -- 0,05 рага п = 2. 5.12. Escribir la representación dada 
оп ol probloma он la forma 


1 1 
alo fzo) d+ | Ка, 12 (тйс. 
0 8 


En cada uno dolos sumandos del segundo miembro emplear lo 
desigualdad de Cauchy—Buniakovski. Con esto 


1 
{ ков, 
o 

así que 


1z llozo, a<[] (т) Е [ | ЈЕ 


5.13. а) ut = 1/2, р (ть, L) = V 896. Б) u* = t — 1/6, р (а. L) = 

Y 210/30. 5.14. Es cómodo ortogonalizar la base de £ compuest 
las funciones 1, t, 12, 1°, del modo siguiente: la baso inicial se escribe 
en la forma de la matriz unidad F, luego la primera fila do F se escribo 
en la primera fila de A, matriz de la baso transformada, y se normali- 
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za. Las filas siguientos de la matriz F se escriben еп las filas do la mo- 
triz A en correspondencia a las fórmulas de ortogonalización. además, 
en cada oportunidad las filas se normalizan, Cuando la matriz A esté 
Tormada se calcula el producto escalar de = (гу por los elementos de la 
fila transpuesta a la column: 


үе) 


Moltiplicando la fila obtenida por una columna de la matriz A, obte- 
memos сі cooficionto respectivo del polinomio de la aproximación óp- 
ima. 

Los productos escalares y las normas on ol espacio Hp (0, 1) se 
calculan recurriendo ol subprograma correspondicnte, 

ontos de los polinomios están redondeados hasta dos 

decimalos. En las variantes con parámotro se brinda la respuesta para 
a = 0. 


a) u* (0) = — 0,012 + 0,3702 — 0,116; 
b) ше (0) = + 7,0981 4- 12,178 — 4,650 
c) u* (0) = + 0,99 — 0,214 + 0,0503; 
d) ut (0) = 014 + 1.128 — 0,420; 


1 
AO 


ES 
Г) шя (0) = 1,00 + 
И + 20,7202 — 13,82% 

t 


g) и» (1) = 117 
h) ut (0) = —0.01t + 1,43 0,4213; 

i) ше (2) = 1,00 — 0.02 4- 0,4412 + 0,090; 
3) u” (0 = —1,00 + 4,021 + 0.420 4- 0,28. 


5:45. El programa principal so realiza cstructuralmonto sogún ol algo- 
ritmo escrito on los datos del problema. Para esto: 1) rocurriondo sucesi- 
vamente a los subprogramas de productos escalares so Monan la matriz 
de los cocficiontes y el segundo miembro dol sistema de ecuaciones li- 
ncales; 2) so recurro al subprograma estándar do resolución del sisto- 
ma до ocuaciones lineales; 3) los cooficientes do los polinomios do la 
aproximación óptima. obtenidos como resultado do la resolución, se 
imprimen; 4) Jas magnitudes (| х —3*ll y, go, 11 Y lle— o" Mito] Se 
calculan y so imprimen; 5) si el programa по prevé trazar ol gráfico, 


los valoros do z, ше, v* so imprimen, 

Los integrales se calculan según la fórmula de Simpson realizada 
de modo cíclico en los lugares necesarios. Para calcular los productos 
escalares, se introducen dos funciones- operadores сп cada uno de los 
espacios La [0. 1] y HL 10, 13. 

Los coeficientes de los polinomios están redondeados hasta dos 
decimales: 


+ 9.180 + 0,2, w (0 = 
4з — 0,018, ot (0 = 


з 0160 OOTA. (у= 
eo 


о, .472 — БОА 3576; ot (0) = 3,122 4. 
„514; 

0) ut (t) = 0,97 + 1.912 — 40,652 E 77,481% — 38,7404, v* (у = 
„64 + 71,1115 551 

+ 1,321 — 0,827 eri 0,281, ь* (0) = 0,12: + 


„484; 

р) ие (t) = 1,14 — 8.921 + 20,3702 — 14 4498 + 0,77%; v* (0) = 

= 0,01 + 4,491 — 13,872 + 9,9817 — 0,6344 

h) ие ( @ == 1,00: — 0.40 + 0,2113 — 0,054, v* (ү = 1,001 — 
do = об, 281 0,56% -+ 0,; ) 

i) ие (t) = # — 0,508 37, v* (1) = —0,55 + 
+ 1,292 — 0,581 — 0,3919; 

204 (0) = 0,93 E 2,36: — 22,1102 4- 38.7019 — 20,88, v* (1) = 
= 1,00 + 1,52t — 20,3512 + 38,803 — 241,47. 


5.17. Para л = 5, los cooliciontes de los polinomios de la apro- 
ximación óptima están redondeados hasta dos decimales: 
NE 0,31, Не (0) = —0,17 + 0.962, 
т, Ly) =0,40; A AA 
(a; La) = 0,08. 5.18. b) n= 9, с) Ит ap =0, lim Ba = 27а. 


5.19. Para n = 15, los cooficiontes 9 de las polinomios é do la apro- 
ximación óptima están redondeados hasta dos decimales 

а) ut (1) = —0,12 + 35,284 — 302,378 4- 859,1619 — 980,374 + 
+ 394,558; 


b) ut (0 = 0,40 — 0.036 + 0,611 — 0.424 — 0,04, 
С) ut (t) = 1,024 + 0,684 + 1,0409 — 0.411 NS 
d) ut (t) = 0,99 — 0,491 + 0,28 — 0.131% + 0. 
0) u* (t) == 1,33 — 25,581 — 112,04: —- 139 928 + Ея 461%; 
2 ps (0 = 3,10: + 0,482 — 7.474 + 3. 

t) = 0,10 + 1.002 +0. ЮР, +0, A 4 0,034 + 0,0145; 
É т (0 = 0,47: — 13,56 + 26,2013 — 24 уа de 9.280 
= 0,34t — 0,418 + 1,7515 — 3,381 -- 
р] FS 3 = —0,54 + 1,302 — 0,698 + TA + 0,160. 


00 + 1,00€ + 0. 
оме АЯ 


86. 


6.2. Los tros espacios son completos. 6.3. La función и = f (v) 
debo ser monótona, 6.4. La función и = у (v) dobe ser monótona y su 
campo do valoros debo coincidir con R. 6.5. a) El орай ез incomplo= 
to; su complotación es isométrica al segmento { —л/2. л/2]. b) El cs; 
cio es incompleto, su completación es isométrica a la Жак. 
+оо). с) El espacio es completo. 6.6. с) Si a @ y = lr [4 | 
р (=, 0) = || z il. Consideremos el elemento z == (1. de 
tonces, || 22 |} = 2 || æ fl, por eso no se puedo AS a 

= „ 0,...). 6.7. La inclusión estricta es po- 


siblo, por ejemplo, еп el espacio dol problema 6.1. 6.9. La inclusión 
estricta Sa (г) = S; (y) es posible si а < 2. 6.10. S141/(2n) (т). 
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Capítulo 2 


$7. 


7.2. Como regla, по. 7.4. Sí. 7.12. a) ) ЦА | = 1. ПАН = 
П. = 1.) 14 11<1.) 141=4. Ку 14 1<2 

D ¡14 1 <4. 7.13. No. Considerar la sucesión zn (t) = í (n €N). 
714. SÍ, IA I <1. 7-15. а) p (DECIO, 4), ПА [| = No [стел 
) ф()ЄС10, 1), А La ig ел, 7.18. No. Para componer ol 
ojemplo, emplear cl problema 7.17. 7.20. b) No. Emplear el problo- 
e) 7.21. No. Dar un ejemplo de un operador по acotado para 

.23. No. Emplear el problema 7.13. 7,24. Como N (А) 
es un subespacio, consideremos ol espacio cociente X/N JA) y el opora- 
dor л: X => XIN (А) (vénse ol problema 7.1), El operador А determi- 
ла un operador biunivoco A”: X/N (А) — R Q tal, quo А = A'n. 
Como A" os biunívoco y R (А) es do dimensión finita, X/N (А) es tam- 
bión de dimensión finita. En virtud del problema 7.19, ol operador A! 
es continuo. Conforme al probbema 7.7 el operador т es continuo. Así, 
el operador A es también continuo. 7.25. No. Considerar el operador 


аа (5) (3). тав, Si, y sólo si, ф (f) по so anula sobro 


0]. 7.29. a). No, puesto quo es posible quo N (А) æ O. Si N (4) = 

ol espacio no tiene que sor completo ya que es isométrico a Л (A). 

b) Si. En esta norma X ез un espacio do Banach. 7.30. b) sup | An | < 
л 

< +o. e) sup ТА PT +оо, ПА 1 = SUP [An 1- d) No. o) Si, y sólo 


i, inf | | >0. 
sl м1 


$8. 


8.3. Еп general, по. Formular un ejemplo para, el operador 4: 
12 —» E2, 8.4. En goncral, no. Emplear ol problema 7.12 о). 8.5. No. 
M puede incluso по ser una variedad lineal. 8.6. Sí. 8.9. а), b) Sí. 
8.11. En gencral, по. En ol espacio 1, considerar А = J, un operador 
idéntico, Ала = (д. тщ... т, лд, Indas cido Dn = = 
= (z1. xa, »  -) € la. En calidad de variedad lincal considerar un con- 
junto do olómentos del io 1, que tienen solamento un número fi- 
nito de coordenadas distintas de cero. 8.15. с) Con el crecimento do n, 
la sucesión || An [| crece pero despacio: || Aa йлы Ты Ao 11—295, 
NAs {| = 2.41, | А, | = 2,57. Por eso, es difícil juzgar por 105 ro- 
sultados ohtonidos, acerca de si la sucesión [| A, || es acotada о по. 
En [11] se demuestra que la sucesión [| An {| es no acotada. 8.16. e) Al 
crecer з, la sucesión |! A, || crece rápidamente: [ Ay] = 3,80; As l= 
= 4,75, | Ag 1 == 7,60, | Ayo || = 9,50. Por lo tanto, es verosímil 
у está demostrado, véase 114) que ła sucesión | А„ || sea no acotada, 
17. No. Consideremos la sucesión de operadores A: 1, = ly, 


Anz=10, 


p адл. "лев ++) 
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tomar 


au 1 para t<u, 


0 para t>u 
y emplear los problemas 7.12 h) у 4.77. 8.34. Sea y € Y. Existe un 
EX tal, que VAZ, урау, ÚA MS ИЛ Adomás, 


existe un х, ЄХ tal, que || Azs — 


IES =y U< ару, 
sulta 


zı = y) | NA (п а) — 
H za Il < ap Ily 11, oto. Como re- 
lo, obtenemos una sucesión za € X tal, que 


D пе иво Ў) a= 


n=1 nao 
y la serio x=, —xa-xp—z4+-.. converge hacia ciorto z€ X, De otro 


Г] 
TU 


lado, А (У) (—1)!*! а) + y cuando л = оо, y сото А es un operador 
dest 


continuo, Az = y. 8.35. Sea z=u-}v, иЄ L, vE М. Hagamos 
Па Il = Тие Yj o li y domostremos que el espacio Y os completo 
respecto a || + ih. Las normas |i |, y [| Ila son equivalentes (убаво |25], 
ág. 168, teoroma 3). Precisamonte osto significa el carácter acotado 
hel operador P. 8.36. Soa P wn oporador acotado que satisfaco la con- 
dición P? = Р. Tomar Г, = N (Р — P), M = N (P) y demostrar quo 
X = L ® М. 8.37. Sea Р acotado y Рі = Р. Establecer quo R U ~ 
~ P) = N (P) y R (Р) = М (I — Ру, emplear el problema 7.22, 
Rosíprocamonto, з as variodados lineales R (P) y R (1 — P) son co- 
rradas, domostrar quo X = R (P) O R (1 — P) y quo P es un oporador 
de proyección. Luego omplear el problema 8.35. 8.38. a) [А I| = 
= Jj B || = 1. b) A? = A, B? = В; sí, lo son. 8.39. || P | = 1. 8.41. 
а) 2 N (A). b) R (4) = Li о) La Ll, son subespacios invariantes 
para A, es decir, do z € Г, se desprende quo Az € L, y do z € Ll, que 
Ах Є LL. 8.42. Soa E la clausura do L; entonces ol operador A puedo 
ser prolongado sobre Z consorvando la norma, en virtud del teore- 
ma 8.4. Sea P un operador de proyección ortogonal sobro L. Tomamos 
Bz = A (Рх) para z € Н. Entonces B os una prolongación de А que 
conserva la norma. 8.43. Sea P un operador de proyección sobro /, 
paralelamente a M. El operador A € £ (X, Y) puedo representarse de 
la forma А = PA + (I — Р) A. 8.44. Incorrecto. Formular un ejem- 
plo para el caso X = Y = ЁЗ. 


89. 


9-3. Si. Demostrar quo N (4) = N (В) == O. 9.4, Sea И— ИВ) 
С. Y BAJA = 1 + ВСА. 9.5. Demostrar que 

" 8.8. Emplear el teorema 9.4, 9.5. El oporador A- 
охізіо para Aa # 0 y es acotado si, y sólo YA, 1>0. 9.10. 


Existen los operadores A-| = В y В-} = А. 9.13. а) Л (А) оз una 
variedad lineal de funciones continuamente diferenciables y (£) que 
satisfacen la condición y (0) = 0. b) El operador А-1 existo pero no 
ез acotado. 9.14. b) 


: 
Ay y (lo $ ty (т) йт. 
o 
1, 
9.45, Ауу н 3 y (s) e*t ds. 
è 


9.10. b) A~ 


П 
ji у(х) sen (2—3) dt. 
0 


camente, зі zn =» = cuando n + oo, la sucesión z„ = Az? y оз acotada 
para cualquier y € Y y, en virtud del teorema 8.2, la sucesión || Aa? || 
es acotada. 9.23. Sea el operador A continuamente invertiblo. Existe un 

tal, que para л> № || Anda — I || = And — АА N S 
Ç lAn — A NI 4-1 || < 1/2. Emplear luego ol toorema 9.4. Para 
domostrar ol carácter suficiente, emplear el mismo tooroma. 9.24. Son 
AB = 1, es decir, В = A ~t. Si N (A) + O, para y € N (A), tomemos 
C: H => П, Cz = (ж, y) y. Entonces С + O y В -+ С E E (II), adomás 
A (B -+ Су = 1, lo que contradice a la unicidad dol operador B. 


$10. 


10,1. Demostrar que A=1 € £ (С, 0, 1) y emplear el teorema 10.2. 
10.2. Hallar el operador А -2 y emplear el teorema 10.2. 10.3. Emplear 
Je a mae 9.16 y ol teorema 102 10.4. Conforme al too, а 10.3, ов 
suficionto con demostrar que Р es cerrado. El carácter cerrado de Р 
so desprende dol carácter cerrado do Г y de М. 10.8. No. El subespacio 


L & X -+ Y do olomentos tipo (0, y), dondo y € Y, no representa el 
gráfico de ningún operador. 10.10. a) No. Emplear el ejemplo del 
problema 10.2. b) No. Considerar el operador A: С1[0, 1] > CIO, 1), 
Az = z. 10,12. Emplear cl teorema 9.1. 10.14. Emplear los tooro- 
mas 10.2 y 40.3. 10.15. Sea que el operador A es cerrado y la sucesión 
£n 05 fundamental en || Ih. Entonces gan — реп X y Agn — h on Y, 
en virtud del carácter cerrado de g € D (A) y Ag == h. Do aquí se logra 
ял m g һ= л» —£llx + Agn с ág [ү = 0. Recíproca- 
mente, si D (4) es de Banach, gn € D (A), g&n > g, Agn —> h cuando 
n = со, y como gn cs fundamental en f} |1, existe una SE D (A) 
tal, quo |Ì gn — / Ih — O cuando n — оо. Como li gn — f Il < Il gn — 
— flh, тп = / оп la norma de X, por consiguiente, g = f y || Agn — 
— Ag Il — 0 cuando n — co. De aquí surge que == Af = Ag. 
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Capítulo 3 
$ 11. 


НЫ. Si existo un EX tal, que (z, f)=4 5 0, ontonces 

А 
Elk РА. 113. а) MASA. b) MAO ©) у= Land. 
Фр. ML WA MZ һу) 7 ез. 


ta ыл. а), Б), с) Si 14.5. a) ШУШ. b) 1/1 =31/2 


o) uiai йуу 07278. ò VAN УЗ. 0 ПУ У. ш) ne 


TS 


= 4, b) No, 
ок 


apo t b) Рага р 2, 11.7. n) Sí 
таг la sucesión zp (1) = son тї/т. 11.8. b) 


b 4 


= Juan == | lu (9). ar; 
entonces 7 (Y E y з' (t) = н (t) — с, por lo tanto, 
b 
$ u (9 (u(9—c)dt=0, 
Н 
de dondo 
А è Й 
{ (u (het dt= | ut) (u (9-0) die $ (u ()— e) di=0, 


y como и (7) — e es una función continua sobre |a, 0], u (0) са с. 6) In- 
legrando par partes y teniendo en cuenta que > (0 € Z, obtenemos 


Ñ rn 
j ma) ( {е a) Y (dt. 


Por eso. 
a & 
e o= j [-0- | эю]. 
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i 
Conforme al punto b), do aquí se deduce que w(t)— { vinde, 


2 
Јо que significa que w (1) Є С! la, b] y w’ (0) = v (0). 11.9. Emplear ol 
problema 11.3 g) 11.10. Emplear Jos problemas 11.5 1), К). 14.41, 
Ш П == 1/(2r). 11.12. Para demostrar el carácter suficiente emplear ol 
echo que todo conjunto abierto sobre la recta es la unión de un nú- 
mero finito o numorable de intervalos y el problema 1.85 b). 11.13. Si 
Í no es acotada, entonces no está acotada sobre la bola 3, (0), por eso 
existe una sucesión z, € X tal, quo |f zn II <1 y | (zn, $) | > п. Con- 
siderar la sucesión a, = zn/Y n. 11.15. Para domostrar ol caráctor su- 
ficionte emplear el "problema 11.14. 14.16. Sea un х ЄХ tal, que 
т, $) == с 0; entonces (л/с, f) == 4 y xo = z/c es una base do M. 
41:18, Si z € L, entonces L+ (Az), dondo A € R, os un subespacio 
que contiene a L. porlo tanto, L + (Az) = X. Sobre X definamos una 
funcional f mediante la igualdad (y, f) == 2, si y = и + Az, donde 
u € L. 11.21. Emplear los problemas 11.14, 11.15 y 14.20. 


11.22, Para 261, | (=, f) 1=1 <= 11/11, de donde 00, UEL >1Л/Ї. 
Por otro lado, existo una sucosión zn EX tal, quo [х„=1 y 


AS 


=! тїт, зт eso SS 


ley poro (e Nas O). por eso 1—1 LA 

у, por consiguiente, p(z, L)=inf меу l> KLL., рог otro 
ЕН ГЛ 

Jado, existe una sucesión 2,6 X tal, que |= 11 y 1 (п, 1> 


> 5 A |. Hagamos ya edo ni entonces yE L y 1=—01< 
nti 1% DA 
= ТЇ 


р . 11.24. Emplear el problema anterior. 


$ 12. 


12.3-—12.5. Emplear el corolario 4 del teorema 12.4. 12.8, Em- 
plear el corolario 2 del teorema 12.1, 12.9. En X existo un subespacio 

de cualquiora dimensión finita, entonces la dimensión de /,* es igual 
a Ja dimensión de L. Una funcional lineal continua, dada sobre L, so 
prolonga sobre todo el X. 42.10. b) El complemento ortogonal а М. 
с) Emplear el corolario 2 del teorema 12.1. 12.13. Sea fr, fos +. EX”, 
un conjunto siempre denso, Para cada f, escojamos un zy, € X tal, que 
ARA] (ть, А) 1 ;> I fx 12. El conjunto К de todas las com- 
Dinaciones lineales z} cón cooficiontes racionales, es numerable. Si 
K Æ X, ontonces, según cl corolario 2 del teoroma 12.1, existe una 
FE X* tal, que f Æ 0 y (т, {у = 0 para cualquiera z de К, en particu- 
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lar, (ж, 1) = 0 para k € N. Existe un т EN Lal, q 
Entonces, | (zm: f — fm) E= AE 


consecuencia Hf — fm || > Val, H fm 1 < 2e y, por lo tanto, 171 < 
Ç ilfm i Ilf — fm ЇЇ < Зв. De esta manera, / = 0 сз uva contra- 


dicción. La afirmación inversa, como so desprende del problema 12.24 
es incorrecta. 12.14. Sí 


i 
@ p= | Wed, DECIA 1, 
Es 


hagamos = (t) = 126 (t). La función 


0 para 1 TO, 


SS 4 para 220 


tiene variación acotada sobre [—1, 1] y satisface la condición 


y 
== | (дак. 
A 


12.45. b) 
0 para t=—t, 
so-| £/2 para A LEA, 
4 para Ф=3. 


12.16. b). 1) Univocamente, (z, f) = = (1). 2) No es unívoca, las pro- 
longaciones (х, f1) = = (0) y (=, fa) == —z (1) coincidon con / sobre L. 


12.17. Si z = (s Ез, la prolongación os (z, )=1 4-2, 12.20. 


a, 
Cerciorarse de que en ol lema sobre la prolongación elemental ((25), 
5 16,4) @ = ф, de modo que y está univocamente determinado. 12.25. 


їйї = yZ. 12.26. Sí. 


1 ДЕ ¡AAA 
A 


=| f V FFE? cos (1+) de |< 
-1 


<[ j erga] [ j 1] Poy EXPTE 
-i -4 
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De la condición (z, f) = (т, y) so desprende que la función y (0) es la 
solución del problema do contorno у" — у= 0, у (1) = sen 1, 


y" (1) = son (—4), de dondo y (0) = chi 


§ 13. 


13.3. a) (Zn, Un) — (z, y) cuando n => оо. b) (Zn, уп) puedo no 
tener limito. Por ejemplo, sea en (л E N) un sistema ortonormalizada 
en H. Tomemos zn = en, 


wafi Man impar 
n= | en=1 рага n раг. 


13,7, No, Por ejemplo, sea Х. ; segón el problema 12.24. X*=m, 
Hagamos fn=(t, 1, --., 4 0, 0, ...). Entonces суст, poro 


М 


a = 
para cualquiera 260,2, fa >=) я, por lo tanto, У) з= 
a 


Ú St 
d, sees 4, na.) È Co. 13.8. Мо, Hallar || fp ||. 


Е: 
„ eso se desprende dol punto а). 13,12, To- 


„ fo), donde у= 
139.0) 1/8=1, Бу 
memos рага пе N 


o para 0<:< 41, 
1 э 4 1 
(ea para r RUSA TA 


an (OS 


T. 1 
(а) юма а ауто 
1 


o para “<и. 


Entonces zn Є С 10, 1), 11 хл || = 1 y, рог lo tanto, х, по converge a 
cero. Al mismo tiempo, za — O (п > œ) débilmente. En realidad, 
cuando n = co 


1 1/ 172-2 
ta =] j ЫИ! оова 0 


ra cualquier función g (0) con la variación acotada sobre [0, 1]. 
3.13. Нау que demostrar que, en ol espacio 4, de la convergencia débil 
se desprende la convergencia según la norma, además, esto es sufi- 
ciente demostrarlo para la convergencia hacia sero. Sea que 
20) € ly, 200 -> 0 (n > оо) débilmente, f; =(0, O, 0,1,0, O. ...)E 


т 
Єт= y (z, fi)==1 es la funcional correspondiente еп 1,; entonces 
(209, fi) y, por consiguiente, para cualquier t, 220 cuando 
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n= co. Sea que zt) no tiende a cero, entonces exista una subsu- 
cesión 2% ta], que para todos los EN tendremos [12"'y > M >0. 


Entonces 12% | У) 12% | >M y existe un m, tal, que 


m m 

4 M 
Ўлат м, D 11 <A> Hagamos оз = 1а que 
les к=н 
тшщ) ue (ас) 
24 “1 0 para cualquier i, entonces, 20901-50 y existo un 
i ga 

mi „ 


а 
9 pd 
>g М y oxisto ua m>m, tal, que > 
mti 


Ma), M 
D 1a? 1< 90. Continuando esto proceso, obtenemos la 
кетен 


sucesión zan? y la sucesión correspondiente ту < па < .,. talos, 
quo para cualquier k 
E у ay) 4 
m 
Dia <> A м. 1> TM. 
det imp 
aD М 
D ia < фу, то. 
i=m, 


Ahora, determinomos с = (су, cs, .. -) Є т dol modo siguiente: para 
cada / hallamos un & tal, quo se cumplan las desigualdades 

W Map) 
тк <} «ть y hacomos су=1 si т, А 20у суа 1 si zj “R <0, 


Entonces para la funcional correspondiente (z, /) = У) crz; tondremos 


=! 
Map? = 
(2, hag с> 
i=l 
T GAS а © › 
> Ж а la D a 
деть а = pa 
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Cay, M M4 м3 
> DAPR RAM A 


y (afan) уу no tiendo a coro cuando k —» co. 13.16. Si f = 0 во puedo 
tomar cualquier z. Sea f = 0. En virtud del corolario 1 del teore- 
ma 12.1, existe un FE X** tal, que || F | = 1/11 1 y 4, Ку =1= 
= | F 11-11 $ 1. Puesto que X es reflexivo, (g, Р), siendo g E X*, Чоло 
la forma (х, g), donde Iz ll = [Р Y = IF IL 0. Así, U, F) = 
RANA ' = |} f lj- zI 13.21. D) Sistema) ortonormali- 
zado ón un espacio de Hilbert. 13.22, 13,23. Emplear el teorema 13.5. 
13.24. No. Considerar la sucosión zn (1) = 1" (л € N), 13.25, Sean: 
уез, > » у UN conjunto numerable siompre denso en X (se puedon con- 
sidofar sus elementos como linealmente independientes); Zn, un su- 
Ъозрасіо de X, engendrado por ej, es, +.» ên т Fan» > 01 Tn QUO 
son números racionales. AL conjunto (1, гу, Fa, -> «> Tn) 1с ponemos on 
correspondencia la siguionte funcional: la definiremos, sobre Lp, со 
mo Valores sobre los elementos de baso (ey, /) == т, y Juego la prolon- 
gamos sobro, X conservando la norma, Es obvio quo el conjunto do ta- 
оз funcionales es jumerable. Queda por demostrar quo es siompro don- 
so en X” cn el sentido do la convergencia *-dóbil. 13.26. No, En cali- 
dad do Z tomar el espacio C (0, 1) сото un subespacio dol espacio X*, 
dondo X = C10, 1 


8145. 
14.4. Debido a que la aplicación es lineal, es suficiente domos- 
trar su continuidad en el punto б. 14.6. 4) Emplear el problema 7.11. 
‚ 
из. a) ys fude b) Art 
і 


1 1 
e) Aty= { шй); d) Aty= $ ty (9) de. 
è è 


14.10, а) At: mom, A*z = (21) 23, + 
b) А*: т т, A*z = (дл, Уту, 
с) A*: т т, Ас = (т Zas 
й) 4%: т т, Ае = (0, аң, жы 00 de 
14.11. Las fórmulas зол las mismos quo las dol problema 14.10 pero los 
operadores actúan en el caso a) de 1, en l, b) do 1. on la, с) de Í, опт. 
14.12. b) А: >l, Ава = (0, 0, O, zi, zas ...). Como 
ed 


Zn» O, O, oo 


A Il = 1, AR no tiende a cero fuertemente cuando л — оо. 
14.43. J*:h > ly J*z =z. 14.14. А*: H>H, A*z = (z, z) y. 
14.15. Sea que existo una sucesión fp Є H tal, que |f 1 = 1 y 
I Afr > k. Tomamos (g, qu) = (g, Afa); entonces, ph son funcio- 
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nales lincales en 17, además (g, qu) = (Bg, fn), do dondo tenemos quo 
la sucesión (є, qa) ез acotada para cualquier g € H. Según el teore- 
ma 8.2, es una contradicción la afirmación que la sucesión py || = 
= ¡Af П оз acotada. 14.17. с) D(A*) =D (Л), А*т = (ху, 222, 
г, + +0). 14.18. 0) Де: m 1.0 (4?) = {z € m, £ = (23,27) +.) 


Ўз < о), Atr=z. 1449. б) D(4*) = {z (DELIO, 1: 


i 
20. < оо), A*r (y= «уп 14.20. D (А*) csuna variedad li 


neal de funcionos sobro [0, 1], que pertenecen a H1 [0, 1]; A* z (t) = 
= dz/dt. 14.21. D (A*) cs el complemento ortogonal a la función 
æ (t) = t, А* х = 0 para z Єр (А*). 14.22. J*: Tato 4) => 18 [0, 4), 


1 
Pim { G (s, 1) y (в) ds, dondo 
8 


во. 0 1 (e? —е7%) (e! 4e) рага 056151, 
il ZEIT) | (61—90) (08 52-8) рага O QE TI GA, 
Рага = == Joy rovolver el problema do contorno — 2" 4- z = p, 
z @) = (1) = 0. 14.23 A*: Г, [0, 4] > Л! |0, 1), 
£ 


‚ 
Азу = | vs) ch 6904 A $ y (з) sh (s—4) ds. 
а 


Рага z = A* y rosolver el problema do contorno г” — s = y“, 27 (0) 
= y (0), (0 = y (1). 


Capitulo 4 


$ 15. 


15.8. Sea а, аз 


= Soa (an) N M. 1: 
15.12. Si A оз bicom; y B cerrado, pueden no existir tales puntos; 
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15.16. Es suficiente con demostrar quo la aplicación Ф es isométrica; 
que es una aplicación «sobre» so deduce del problema 45.14. Sea para 
todo e > O suficientemente pequeño existe s-red M, del conjunto М 
tal, que Ф (М) es también: e-red, y para cualesquiera 21, zp € 
Moll zp — za i = ПФ (z) — Ф (т) il. Do ahí se deduce quo la 
aplicación Ф ез isométrica. En realidad, зі а, b € М, oxisten unas 
Zi, z4 € Me tales, que [jz —a || < e, [zo е, ПО (z) — 
2010 ll < e, NO (а) — 0 (0) I < 6. Entonces, 


Ша 51 ПФ (0) — Ф (5) 11 1а 50 а 511 
A Ша bM Па — 111 111 0 (да) — Ф (2) 1 — 
Ф (а) — 0 (9) 14 + 110 (а) — Ф (0) I ~ i 

— (1D (а) — Ф (b) II < 4e. 


Soa Mn un conjunto compuesto de п puntos de М, tal que la mag- 
nitud dp = mín [ш — ту ll, 15% j, оз máxima, Si existen varios 


хх jEMn 5 
conjuntos de este tipo, escojamos entre ellos uno, para el cua) 


m= Y) їш—уй 1927 
=. HEM, 
es máxima. Entonces, Л, so aplica isomótricamonte sobre Ф (M,). 
La oxistencin de Mp se deduco de la bicompacidad do M. 

Soan: E > 0, arbitrario; А о/з Una el2-red рага М quo contieno k 
elementos. Entonces dus; <e. “Sea [ol menor númoro natural tal, 
оз My, ез la e-rod buscada. 15.18. Tomar An == 
Moo + NMa y emplear el probloma 15.17. 15.20. М 
que Af по es bicompacto, =, € М (л Є N) y no tione pun! 
limites, además, los elementos zn no se repiten, ra = int Il zn — 


nm 
— sm ll. Dolinamos f: M — R, f (z) = 0 para z€ M, т € Sy (2n) 
ол el caso a) / (2) = n (1 — |j z — zn Мел) y on el caso b) f (z) = 
= (4 —1/m) (i — | z — zn П). Comprobar que en ambos casos 
(2) es continua sobre M, poro en a) no es acotada y on b) no Пода а su 
cota suporior exacta. 15.24. No. Considerar cn R el conjunto de nú- 
moros maturalos y una función numérica definida sobre él, 15.26. 
Emplear los problemas 1.85 a) y 15.25. 15.27. No. Considerar ol caso 
X = R, Y = R, M = (—д/2, al2), f (2) = tg z, 45.29. Sí, eso ostá 
vinculado con la bicompacidad del segmonto. 15.37.No, puesto que 
по os cerrado. 15.39. Emplear los problemas 15.38 y 15.10. 15.40. 
Emplear el problema 4.40 a) o 15.38. 15.41. La bola 3, (0) по os un 
conjunto bicompacto. Considerar la función = (1) = | £ — 1/2) y la 
sucesión de polinomios Р, (1), uniformemente convergento hacia = (0 


sobre (0, 1] y existente en virtud del teorema de Weierstrass. 15.43. 
Soa 


А 
2% { para ¿€ [0, 4/27], 
ato 1 para 2604/29, 1) YOS | аа 


Entonces yn es compacta еп С (O, 1] pero no tiene puntos límites on 
CO, 1]. 15.44. a) No. b) No. с) Sí. d) No. e) Sí. f) No. g) Sí. 15.45. 
Será, sólo si p (t) єз O. 15.46. Si el conjunto compaclo M no fuera nun- 


230 


ca denso, su adherencia contendría una bola, lo que contradice al teo- 
rema 15.4. 15.47. Demostrarlo empleando la inducción según k. 15.54. 


a) Si, y sólo si, Y) AA < ос. b) Si, y sólo si, Ap > 0 cuando n — оо. 
л 


КЕП 
15.52. Si L es un subespacio de C fa, b] compuesto de funciones con 
tinuamento diforenciahles y zn Є Z. zo — xo según la norma С! (a, b), 
ontoncos zn — ть tambión sogún la norma € la, b], por lo tanto, xo É 
$ L. De este modo sobre £ se pueden introducir dos normas y obtener 
оз espacios de Banach LC [а, 5] y LC! fa, b]. El operador idéntico 
J: LCila, b) = LC la, bl, Ja == z ез lineal y continuo. Рог oso, el 
operador J=! es continuo, ambas normas sobre L son equivalentes, la 
bola unitaria en LC fa, b] es acotada respecto а la norma LC! (а, bÌ 
у, por lo tanto, compacta. En virtud del teorema 15.4 el subespacio Г, 
es de dimonsión finita. 15.55. Emplear el teorema 15.6 y ol proble- 
ma 13.23. 15.57. Considorar la sucesión x, (1) = "(л € Ñ). 


$ 16. 


16.1. а) No. Considerar Azp, donde zp = 1" (п EN). b) Sí, о) Sí. 
d) Sí. о) No. 16.2. No. Considerar Azn, donde zp = (2%. 16.3, Solamon- 
to para ф (0) ma O. 16.4. Emploar ol tooroma 10.2. 16.5. п) Мо, Gonsi- 
dorar Azn, donde т„ = t/n (п €N). b) No. Considerar Azp, dondo 
En = (лар) ( EN). с) Sí. El operador A transforma la bola 
3, (0) dol espacio С? [0, 1] еп el conjunto М que se encuentra on la 
bala $1 Hg O espacio Ct 10, 1] y todo subconjunto $ es compacto on 


‚ 1]. ‚ а) No. b) Sí. Emplear el problema 15.50. с) Sí. Emplear 
el probloma 16.3. 16.10. No. 16.12. 


{ 
ay | се, pyan DUIO, 1), 
0 


s((—4) para 0<5<1<1, 
dondo G (s, 0-{; ааа 
16.15. Solamente si X es de dimonsión finita. 16.16. a) Sí. b) No. En 

егар la su- 


De 
рата z = 'operado- 
res An n: dondo Р, ©з ol operador dol problema anterior, 10.19. 

-).. Considerar la 


Para r 


nente compacto, existe en él 


~ fm) 18 = м Wu — fm е) I° = S, + Rp. dondo 5, = Ў, R = 
геч 


кча 


= У). Puesto que А, 0, para un 7 bastante grande será R, Le? 
Аг 


У — fm en) I< Eè Ifa — fm IP- Después de dar un valor fijo 
harpi 


ат; en virtud de la convergoncia débil de la sucesión fy escojamos un X 
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tal que para п. m> N, en S, cada sumando no supero e*/r entonces 
Sp < E, NA Un — fm) I < ee y А es totalmento continuo. 16.21. 
SÍ An no tiendo 8 coro cuando п => co, existe una subsucesión Anp tal, 
que para todos los kEN sorá | Amp] > М2 0. Tomar ep = 

= (0, 0, 0, 1, 0, O, ...) y demostrar que cl conjunto As, no 


pros] 
es compacto. 16.22. Definamos la sucesión de operadores By: Н — П 
por medio do Jas igualdades 


Aem рата m&n, nEN, 
Pamm 
0 раа m>0. 
Demostrar quo B, son operadores totalmente continuos y que 


о 1/2 
TS лч] о. 
AM 


cuando n — co. 16.23. Sea xn € И una sucesión acotada, entonces 
A*Azpp converge, poro li Azap — Агь, IÈ 212 ПАА 
— A*Azn; {| => 0, para л, ni — co. 16.24. Si A es totalmente conti- 
muo, entonces, on virtud dol teorema 16.3 ol operador AA” os total 
monte continuo; pero А = (4*)* y, por tanto, (A*)*A* os totalmente 
contínuo, conforme al problema 16.23, A“ es totalmento continuo. 
16.25. Emplear los teoremas 46.10 y 9.1. 16.27. R (А) = 
A {Sn (0)). 16.27. Emplear ol toorema 16.4. 16.28. с) => b) coin- 
n 
cido con el teoroma 16.4. b)=> a) os ovidente. Demostremos que а) => b). 
Sea quo zn > z (л — оо) débilmente, entonces у„ = Azp > y = Ал 
(п —> оо) dóbilmonto. Por eso, 


(Azn, Yn) == (Ал. Аза) = || Azn I? > (Az, y) = Az 10. 


т. > 
débilmente convorgento, с) => а) 


= V [xn y с, — O cuando л ~ со, pero Aa, = Az, ГУ [| zp | no 
оз acotada y, por consiguiente, no es débilmente convergente, lo que 
contradice a с). 10.30. Emplear el teorema 15.6. 16.31. Emplear el 
problema 13.13. 16.32. Si A es totalmente continuo, la afirmación so 
deduce do los teoremas 16,5 y 16,4. Por ol contrario. si Y es separable, 
todo conjunto acotado on У es débilmonte compacto (125), pág. 211), 
por eso A* y, por lo tanto también A, son totalmente continuos, 16.33. 
a) Aprovechar el hecho de que M es débilmente compacto y débilmente 
cerrado. b) Aprovechar el hecho de que el conjunto А (M) es bicom- 
pacto. 16.35, a) No. Considerar el operador A: С [4.1] = С (1,11, 


r 
teto | хх). 
ё 


Entonces хо (t) = |21 € A (5, (0)), pero z, (0) = VEFi € 
€ A (5, (0) ух, (0) —> zo (1) cuando n— co. b) Sí. 16.36. El conjunto 
A (3, (0) es bicompacto conforme al problema 16.34; por lo tanto, on 
éste existo un elemento con la norma máxima. 16.37. a) No. b) Sí. 
16.38. Emplear el teorema 16.9. 16.39. a), b) Solamente si X os do di- 
mensión finita. с) Sí. 16.40. No. 16.41. Solamente si X es do dimen- 
sión finita. 16.42. No. En el espacio С (O, л] consideremos el operador 
Az (1) = 2 (t) son t; entonces la ecuación z — Az = 0 tiono solamento 
la solución nula, pero la ecuación = (t) (1 — sen t) = y (t) no tiene so- 
lución para y (t) жа 1. 16.44. Aplicando el operador B-? a ambos miem- 
bros de la ecuación (B — A) == y, obtenomos la ecuación 7 — 
— B34x = B-ty, donde В-1А € 0 (X). 16.45. a) La ecuación z — 
ene solamente solución nula. 


t 
b) (T— A) y (t)=y (1) e! $ AA 
о 


49-48. o) Supongamos que la sucesión R (Аһ) docreco estrictamente. 
Según el lema sobro la casi perpendicular (125), pág. 35) para cualquior 
k ЄМ existo un zp E R (AR) tal, quo | zp 11=1 y Ilza — z 11 > 1/2 
para cualquier z en (AR*2), Entonces Ba, = Ax, — zn poseo la pro- 
piedad do que || Bzy — Bz, || > 1/2 para k < І, pero ol operador В os 
totalmente continuo, es decir, existe una contradicción. > Emplear los 
tooremas 16,3, 16.7 y el teorema 1 en la pág. 220 en [25]. b) Emplear 
ol problema 4.49 b) y el teoroma 9.2. 16.49. a), b) Soan в, ej basesen H, 


Y) Il Ae; I? < оо. Entonces 
+ 
3 11 Ae; r-2 2 144. ep "= N Ate i= 


=2 2 1 (e1, 43) Шыр > 1 (Aei, еј) 12 = $) | Ае 113 < оо. 
7 


с) Sea 260, ||х{|==1‚ entonces s= У) aye, dondo У] а= 1. 
4 4 


Pero | Az 2= 2 1 (Az, ej) Vo 4а, ES 
+ 


< 2 QAD I den е) 1-22 (den ep SY Ает. 
т п 


Do esto modo || Ax |} < 11 А 11 para cualquier = € H tal, que || z |] = 

= 1. g) Sca Ap fundamental sogún || - fls. Entonces ез también funda- 

mental según la norma ordinaria y, por consiguiente An — B. Al 

mismo tiempo existe un M tal, que || A, |1, < Af para todos los 

п EN. Puesto que para cualquier ў Anej => Bej, para cualquier n 
а n 


existe un m tal, quo Ù) Il Amez — Bez IP < 1. Do aquí, Y) || Be IP < 
{= 


fai 
<14+M y В ез un oporador de Hilbert—Schmidt. Queda por do- 
mostrar que A, -» В en el sentido de [1 - 1,. h) Do modo análogo al 
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problema 16.22. i) Emplear la desigualdad de Bessel оп el espacio 
La 10, 4] х (0, 1). k) Y) A} < oo. 1) El operador del problema anterior 
nci 


con An = 1/Y л. 16.50. a) Emplear el problema 16.49 j). b) Si A = 
= BC, AD = В (CD) y DA = (DB) C. с) A* = C*B* siondo C*, B* 
aperadores de, Hilbort--Schmidt según „ol problema 46.40 D). 
| (Aen, en) | = | (BCen, en) = | (Cen, B*en) | 1 Ce, 
+ ll B*e, 112). 16.51. El operador А: ly —> l, йт = (лу, Asty 
ага z = (дү, Zg, » . .) € l} соп A, = 1/n es Un operador de Hilbori— 
schmidt en virtud do problema 18.49 К), pero по ез nuclear en virtud 
del problema 16.50 d). 


(у, р) = (Az, эр) = (z, Аер) = 0. 17.2. Si yER (A), 
(у, р) según el problema anterior. 17.3. Sea y € Й (A); ontonces 
existe una sucesión yn Є R (А) tal, que yn — y cuando n — оо. Pero 
kn») = 0 y dobido а la continuidad dep (y, р) = O cuando n -> оо. 
17.7. La definición do resolubilidad normal do A so puodo escribir do 
Ja forma А (А) = +N (4*). Adomás, oraploar cl probloma 17.5. 17.10. 
Aprovechar el hecho quo el número de ceros de A оз igual a k — r y su 
númoro defectivo equivalo a т — r, donde r es el rango de la matriz A. 
17.14. b) OS —A, y (4%) = 1. с) у (Ал) = —k. 7, (АА) = k. 
17:17. No 47.19. No, puesto quo 


1 
Ar (у= f a(s) ds, 


de donde М (4*) = (0). Do la resolubilidad de A se deduciría (pro- 
bloma 47.8) quo А (А) = Y. No es así: las funciones de А (А) son con- 
tinuas y equivalon a O cuando £ = 0, 17.20. Si yn = Azn dondo zn € 
ED (A) о Un moto ln ч» о), entonces ш та П G m a г 
= yi 0 (a, 1—> о). Poro óntonces, dobido'a la completitud de X, 
existo un ту € X tal, que zp > ту cuando n —+ co. En virtud del сл: 
ráctor corrado do Aza É Р (A) o vo == Ату. os docir, yu € R (A). Por lo 
tanto, R (А) es cerrado. 17.21. Emplear ol corolario 2 del teorema 12. 

Tomemos Ф, y designomos la variedad lineal do olomontos ga, - 
‚ы Pp por Za. Mallemos un y, tal, que (pu ү) = 1, (ж, у) 

sobre Гу. Do modo análogo hallemos Ys, ..., Yn. 17.23. Soa que 
їл, + - +, Yn Son linealmente independientes y su variedad lincal #іспо 


intersección nula con Y. Según el problema 17.21, existen funcionales 


Бал {н п ЄЎ+. 17.24. Para л = 1 la afirmación os ovidonte. Sea 
quo es válida para зр, фа Y quo {ү y (20227) son biortogo- 
nales, Para cualquier = Є Х consideremos ol elemento y = = — 


=ў (=, фі) z; y оЬзогуетоз que (y, py) = 0 (i = 4, .. n n — 1). 
a 


) = O gs imposible рага = € X, on caso contrario ol siste- 
sería linealmente dependiente. Por lo tanto, existo una 
‚ que (ти, фа) Æ 0. Otra solución so desprendo dol proble- 


ma 17.23. Descompongamos фу respecto a la base (7:2, y busquemos 
zy en la forma de descomposición respecto a la baso (y y)¿=1, exigiendo 
1а biortogonalidad de los sistemas {z} )a2, у (Ф). Si Ja primera dos- 
composición so da por medio de la matriz Т, no es difícil comprobar 
que la segunda se da mediante la matriz (7), 


17.25. (Ka, E E. v) en Л 3 77 ну. 


a 
17.26. Si Áz=0, entonces Az= —Kr, o sea, Az=—)) En 
dest 
), Pero (Ax, 9)=0=Ej, do donde 
A2=0, es decir, == У) арр; y 0= (2, т), O soa, ==0 
dest 


dondo &= (=, y) (11, .... 
n 


De modo análogo N (А*) = (0). 17.27. Para cualquior y € Y existe un 
a 

жє Х tal, quo Az = у. So puede hacer z = F+ Ў (бу, Чу) — С 
a 


n 
ч) Pr, dondo 7 es solución de la ecuación Az = y — Y) (y, W1) 21. 
ё 


17.28. Corolario de los problemas 17.26 y 17.27. 17.30. А == X-K. 


os decir, B = Й, P = —К. 17.31. С = Ñ, Т = К, ya quo ol ope- 

rador de dimensión finita es totalmonto continuo (véaso el proble- 

ma 16.16 b)). 17.32. Emplear la igualdad A = C [Z + CT]. 17.33. 

Corolario de los problemas 17.30—17.32. 17.34. El sistema {ү} 

os linealmente indepondionte. En Y° oscogemos un sistema (ipj) yf, 

biortogonal а {уу}, y ortogonal a R (4). Entonces (ў) © N (49) 
л 


до dondo dim N (4*)>n. Sip E N (A*) tomamos y = У) (pyp 
iml 


-+ 1. Ahora, para cualquior y € Y sorá (y. £) = O, do dondo == O, os 
docir, dim N (4*) = n. 17.35. a) Do la definición do operador no nc- 
gativo so dosprendo que (АА хт) > (2, y)1 2. Si x EN (A), onton- 
ces (z, y) = Ó y, ontonces, y € R (A). b) (41%? = АЛ*у, si Ata = 
= 0, entonces z E N(A*) y (z, 1) = 0. 


Capítulo 5 
$ 18. 


18.1. A, >0. 18.7. (Az, n=4 (а {+}, «+ 9) — 


LA (e =n) a= (И (EH to) e i) — (A (6 i), a — 


—'iy)). Cambiando aquí do lugares = e y, obtonemos quo (Az, y) = 
= (Ay, 2) = (z, Ay). 18.8. En general, no. Considerar cl operador 
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(2, 23/2, =3/3, ... та z= {z 22...) еі. 
Ey para cualquier ) ра Pr ÓN $ £ 
2) = 0 para cualquier А Є H. Tomando h’ = ih, 
) + (4%, z) = 0 о —(Az, h) + (Ah, z) = 0, por 
eso (AJO == 0, Ax = 0 y А = 0. En el ospacio roal la afirmación no 
es válida (en el espacio 2%, considerar el operador del giro en el ángulo 
7/2). 18.10. La afirmación es válida para todo operador lineal acotado. 
18.11. a) No. Poner un cjomplo en £2, b) Sí, El caráctor cerrado do № 
se deduce del problema 18.10. Es obvio que do = € N se desprende Az € 
EN para cualquier A € С. Soan z, y € N; entonces (А (z + y), 2 + y) 
= (Az, y) + (Ay, z) = 2Ro (Az, y) >0. Por otro lado, (А (т = y), 
z 0) == 2Re (Az, у) > 0. Por eso Re (Ат, y) == 0. 
A E+ zty) = бу= + y € N. 18.12. b) A, = 


=3 +A, A= 5 (А — A"). 18.13. Sí. Considerar el opera- 


dor del problema 18.8. 18.14. Emplear el problema 14.7 с). 18.15. Pa- 
га el operador autoconjugado A? emplear el problema 18.6 a). 18.18. 
Si A"z = 0, ontonces 0 = (Az, A0-57) = (А112, Ап) = || дп-1ш|з 
рог lo tanto, An-iz = 0. 18.19. b) Domostrar quo la sucesión ap no 
есгосо y está acotada suporiormento. 18.20. Б) => с) Sea que z e 0, 
(Az, 2) = 0. Entonces (Az, 2) = (Y Az, Y Az) = IV Az |è = 0, do 
dondo VAz=0y Ах = 0, N (4) 5 0. 18.21. с) => а) Pz — Рз = 
= 0, рог lo tanto, (7 — P) z € N (Р) para cualquier z € H, por oso 
(Ра, y) = (Рх, Py -- (1 — Р) y) = Pz, Py) para cnalesquiera z, 
YEH о (Pz, y) = (Pz, Pu) = (2, By). d)=> a) | Pa jè = (Pz, z) = 
= (z, P*x), y por ser real el segundo miembro, (z, P*z) = (P*z, т), 
Do esta manera, (Pz, z) = (P*z, х) para cualquior z € I y, еп virtud 
del problema 18.9, Р = P*. "18.24. ((C*AC — CBC) т, т) = 
= (4 — В) Cz, Cz) > 0. 18.25. Utilizar ol problema 18.9. 18.26. 
No. En ol espacio 2%, considerar los operadores dados por las matricos 

20 10 | 

03 o 4ll” 
18.28. Emplear el problema 18.6. a) 18.20. (A-iz, y)= (Aiz 
AA y) = (2, Aly). 18.30. (Ax, з) = (Ala, AA ~z) = (А (А) 
Ax) > 0. 18.31. Soa que А = a + iB (В = 0). Entonces || (A -= 
= М) z = (A = ar) 2164 02 1 е 02 > В (fx 18. 18.34. Do- 
mostrar que || (Å + А) z || > А [| æ ||. 18.35. Emploar ol teorema 9.4. 
18.36. || z |? = (7x, 2) < (Ат, 2) = | Az IP. Do aquí N (ИА) = 0 
y en virtud de Ја desigualdad | V Az || > || z li, el operador УЯ os 
continuamente invertible, y, entonces, existe у os continuo el opora- 
dor 4-1 = [(Y A)-1J2, Además, (4-12, х) = 1 Aans LU [|2 = 
= (2, 2). Ahora mostremos que -i < А-1. En Ја desigualdad (Ат, т) 
< (Вт, з) tomemos z = A) y; entonces (41y, A~ Pe) = Iy È < 
LE (ВА-1зу‚ А 02у) = (А -1/2BA -1 3y, y). Do aquí, igual que antes sè 
deduce que el operador 4-1/2BA -1/3 os continuamonto invertible y 
Aa ET, юв decit, Атау Заз <С do dondo, en virtud 
del problema 18. 1 <A“. 18.38. Emplear el problema 18.24. 
18.39. Y A = А. 18.40. Emplear ol probloma 18.15. 18.41. Y Az = 


(aa): 18.47. b) Sca que B? = А. Si N (В) = O, ontoncos 


a= 


я в) 
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N (B3) = N (A) = 0. Si N (В) с N (B} = N (А), N (В) ез un sub- 
espacio unidimensional engendrado рог el olemento ез. Además, 
е, Be, = Bey/2= O, о sea, Añez = 0, de 
donde Be, = A 
tradición. 18.48. Demostromos la unicidad. Si B, B, € 5 (Л), Bı 
B, 2 0, || Az |} = {| Вул 1 = || Baz |1, entonces 
= (Bar |È = (Bł, 2), de dondo В} = B? y 
B tomamos el operador V A*A. 18.49. Emploar el problema 14.15- 
18.53. |l Аз |P = (Afx, 442) = lj Anz [2 — || Ах || (Az, Az) = 
(А*Ах, z) =p A*z iF, Do aquí i| Ago — A*r IP = I AR т! — 
— (A*z, Af z) — (Afr, Дл) + (| A" 1° — 0, cuando n — оо. 18.54. 
Sea que т„ => 0 (n — co) débilmente. Como A 'ез totalmente continuo, 
Azp -+ 0, рого (Azp, zn) = {V Azn, V Azn) = IIV Azp I. Por eso, 
V Az, — 0 y V A оз un operador totalmente continuo. 18.55. Sea que 


VA (Y Azn) = Azn — 0. 18.56. a) Domostrar que || U ба) — 
A Ux = 0 y UU (e + y) — Uz — Uy |! == 0. b) Emplear la 
igualdad |i Uz ll == || = I y ol hecho do que А (U) = H. d) Si A os un 


operador isométrico, (Az, Ay) = + (dz + y). A (z+ 1) — (Ат, Аз) 


= (Ay, 40) = Me + и а Uy (e y). 18.57. b) 


Uz, Uy) = (AB=1x, AB"! (А*АВ-3х, By) = (ВВ, В-%у) = 
е NE OTE 


819. 


19.2. No. 19.4. a) Al valor propio А == 1 lo corresponde ol subes- 
pacio propio de funciones paros; al valor propio A к= —4, el subespa- 
cio de funcionos impares. b) A, == л, ху (1) = cos t, A, == —m, xa (0) = 
= зеп t; al valor propio А == 0, le corresponde el subespacio propio 
E son t -+ f соз г), donde a, B Є R son arbitrarios y la ortogonali- 
ай so entiendo en el sentido dol espacio real = л, л], 19.5. a) 

). 


An = —12, zp (t) = sen nt (п = 1, 2, . ) Ж; 
"= a sl da с) Ар 0, ыйы 
( ). 19.7. Son 
la “igualdad 
) А por (А — AD" а la izquierda. 19.8. 
ciorarse aldad (Ra (А) — Ru (A) (A — 
(А — Му A 19 Si BA, B — М) == ( 


L M) В, y, multipli aldad por 
Ra а 1а dorecha y a la izquiorda, obtenomos la afirmación requerida. 
Si para ciorto A ез válida la igualdad ЯАВ = BR», multiplicando am- 
dos miembros por A — A7 a la izquiorda y a la derecha, obtenemos que 
В (А —AD) = (A —21)B о АВ = BA. 19.11. Aprovechar ol hecho 
de que ol operador А — АГ es continuamonto invertible. В — А = 
= (В — М) — (А — АЈ), y el toorema 9.4. 19.12. Aprovechar el he- 
cho de que А — (A [= А — М + pI y el teoroma 9.4. 19.13. 
Si, y sólo si X es do dimensión finita. 19.16. о (A) so compone del va- 
lor propio A == 1 соп el subespacio propio engendrado por la función 
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20) = t y dol valor propio A = O con el subespacio propio (= (1) € 
€ C 10, 11: z (0) = = (1) = 0), ra (A) = 1, Ну (4) y (0) = — @+ 
20) tu) 
tN EMN ss ч 
lor propio à = 4 сол el subespacio propio M y el valor propio A = O 
соп ol subespacio propio MA. Ra (Р) = A -Ea 19.18. о (A) 


19.17. El espectro so compono dol va- 


se compone solamente del punto А = 0 y 
Cå 
1 + $ eo 

R (А) y=- Y у { 

0 


19.20. En el plano complejo, о (A) coincido con la adherencia dol con- 
junto {M}. 19.21. Emplear el problema 19.20. 19.23. Sca que A s£ 0, 
el operador (АВ — АЈ)! existo у С = (АВ — M)“. Comprobar que 
(BA — муз = 1 — ВСА). 19.26. Sea que 440, AE о (47). 
Entonces el operador A-t — AS no es continuamente invertiblo y, por 
lo tanto, A (4-2 — М) = 1 М = (4 +1) tampoco lo es. 
19.27. Emplear ol problema 18.50. с). 19.28. Sea que à е 0, z O, 
Adra =. Entonces Ача чё Ó y (YA) (472) m А (4*2) y de modo 
análogo, viceversa. 19.29. El punto A = 0 pertenece al espectro, pero 


по ropresenta un valor propio para k $ 0. 19.30. Emplear cl proble- 
ma 18.15. 19.32. Sea в > 0. So hallará un М ta), que 


вар А" "<< го (4)+e, зыр 11.8% IPM < го (B) +8. 
non п> 


Entonces paro п> 27 


М М 
IAB)" Шыр? сдквт=к ES ES 
0 ^=0 
х 
< (ro (A) ғо (B)- 20)%-- Ў) Ch I AR NETA I+ 
= 


N 
+ Y Ch ARI IS (ro (4) 4-го (B) 4204 
N 


5 
Л Ме x 

+ Y) сї IARI (ra (BFE. Уу Ch MBAN (ra (A) 4-е)". 
o «Eo 


Do aquí 
a+ ar 
т ar SiH 04, 


cuando п —> оо го (A + В) < го (A) + ro (В) + 2e. La segunda 
desigualdad se establece partiondo do la desigualdad IAB) | < 
<A” 1:11 B” || válida para los operadores conmutadores. 
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$20. 


20.2. о (A) consta dol punto A = 0 que es un valor propio de multipli- 

i gA se compor” del punto A = 0, un valor pro- 
pio de multiplici infinita, y los varores propios Ay, Ay que son raíces 
Bo la ecuación 2404? — 324 — 1 = O y рага los cuales los subespacios 
propios son unidimensionales. 20.4. Sea que yp € R (А — AL), Yn —y 
cuando n =» оо; entonces yn = Zn» Si £p contiene una sub- 
sucesión acotada, en virtud do la continuidad completa del operador 


A, cierta subsucosión Az convergo; por lo tanto, zn}= + (Аз, — 


—Ynn) —> zo, do donde y = (A — А) zo, y E R (А — Al). Poro Si zp 
no contiene ninguna subsucesión acotada, entonces || zp I| = -+00 
cuando n —> оо y, tomando 2, = 21/1 za |, ropetimos la demostración 
anterior. 20.6. Emplear la afirmación del problema 18.50 b) aplicán- 
dola al operador А — АЈ. 20.7. о (А) = [0, 1), además, todos los pun- 
tos son do un espectro continuo. 20.8. Sea que A = a + ip, y = (A — 
= М) х. Entonces (z, y) — (y, =) = 2:6 (| = l, do dondo [| y l > 
IPI хо Па — 3а | ALAN = ll- Según ol tooroma 9.1 
Єр (4). SIA < т, I} (A А) z || > m — à para х | =1 y vol- 
vemos a emplear el mismo teorema. 20.10. Emplear el problema 18.14. 
20,11. Si R (4 — А) = H, ontonces A no os valor propio y existo еї 
gporador (4 = AL)", Más adelanto utilizar el problema 18.40. 20.14. 
Sí. 20.16. A está dofinido sobre todo cl H y es totalmente continuo en 
virtud del problema 16.20. Comprobamos directamente que para cua- 
losquiera z, y € H es válida la igualdad (Az, y) = (z, Ay). En virtud 
del problema 18,49 A es autoconjugado. 20.17. с (A) consta de valores 
propios de tipo á, = 1/(x%n% con las funciones propias correspondion- 
tos zn = sen плі (n € N), Diferenciar dos veces ambos miembros de la 
ecuación Ат = Az. 20.18. Consideremos el subespacio propio Z del 
operador A (L corresponde al valor propio à = 4); entonces L es inva- 
riante respocto a А y, como А es autoconjugado, 22 es, también, in- 
variante respecto a А. Si Az = 0 para cualquier z € L+, la afirmación 
queda demostrada; En caso contrario, en el subespacio L4 ol operador 

tendría un punto de espectro diferente de А == 0 y А = 1. 20.19. 


b) (4* Az, 2) = У) (2, hn)? ра. El hecho de que ра >0 para todo n, 
n 


so despronde del carácter no negativo dol primer miembro. с) 
PO A R Аһу LA 
(ел, е р Alo -у— An gig (йл, APA) =p Ct, h=. 


y рага k=n, so tiene do anterior que ilen 19 = -ER на 1?=4. 


A continuación demostramos que la зогіо convorgo, estimando 
su resto 


һы htp 
І SÍ An ы) ек] = Y AR I (e, ља) 12 SAR 1, 
2 КЕ 


y como A, — 0 cuando л — оо, la serio converge y queda por demos- 
irar que convergo precisamente hacia Az. Esto es suficiente demos- 
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trarlo рага un subconjunto siempre denso //; сп calidad dol cual se 
puedo tomar la cápsula lineal de todos los vectores propios del ope- 
rador A*A (incluyendo los que se encuentran en № (4). 


$21. 


214. а) =(9)=1. b) Para =2()=3 17 sons, para A=2 
no hay soluciones. с) x(s)=sen з. d) Para А 52 2, 2 4-6 


РГЕ ENCON 
OA IR 6 ' 

рага 4=2 о À= --0 no hay soluciones. е) Para А 5 5/2, A = 3/2 

9 аз, рага A=-—5/2 по hay soluciones, para A= 

=3/2 ut s4Cs, donde С es arbitrario. f) = ()= ғр 


+ As sen з. g) Para А y 1/2, А s+ —4/2 1-2 A 
соз я, рага A= —1/2 по hay soluciones, рага A=1/2 z(s)=C— 


-4 s+ (с 2-9) coss, donde С ез arbitrario. h) Рага Axe 


a —3/2, A че 3/4 а (у= вуз" #-Е соз 2s, para А = —3/2 по hay 


soluciones, para А = — 3/4 æ (s) =cos 25— З оер s+C сова, dondo Ces 
arbitrario. 21.2. a) А, =4/m, фу = воп 54-008 s, Ау == 4/11, ру своп s— 
—cos 3. b) А =2/л, Фу == сов, М = —2/л, фу=зоп s. с) A, = Asm 
—3,ф=+—2е. ASÍ, es, Ma, pms, 


21,3. An = 281/5, pa == зеп ks(kE №). 24.4. а) Рага А 5 3/2 оз 
resoluble para cualesquiera а, В, y y 


donde A = 3/2 оз resoluble si, y sólo si, В = O y z (s) = as + y+ 
+ Са, donde С es arbitrario. b) Para А + 4-2/л es resoluble para 
cualesquiera a, В y 


2D con +, 


para A = 2/л es rosolublo para cualesquiera œ, B y 


ai =E son B-C coss, 
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donde С ез айнаны para \ = —2/п ев resoluble si, y sólo si, ал + 
EA ra С sen s, donde С es arbitrario. с) Para 4 2 
35 3/2, А з —3/4 оз ат para cualesquiera о, В y 


ap 15B+ 12% 
EE Еи =, 

para А == 3/2 сз resolublo para cualesquiera æ, В y 
25$—6a á 

15 к 
donde С es arbitrario, рага À = —3/4 es resolublo si, у sólo зі, За — 
— 5B == 0 y z (s) = as? + Cs, donde С оз arbitrario. а Para A 5% 3/2, 
A —1/2 оз resoluble рага cualquier œ y = (s) == 


xls) =а 00 — 


а, para А = 


= —4/2 es resoluble рага cualquior а у = (s) = Za = оз: + Cs, 
donde С es arbitrario, рага A == 3/2 es resolublo si, y sólo а. a=0y 
y 


z (s) = Cs dondo С os arbitrario. 24.5. = (9 = / (s) +AS son (6 — 


o 
9110 
6. а) An = (7/2 + (дп), фа = /2 N). b) an= 
жалса, ТИЛ Эме (КАУ ЧУНУ, 
A EN буу =з, =, Б mi фа ш 


= зеп nas + пл соз nas(n€ N). 0) An „= 50 + А), On = 


= kn соз kns + son kns (п € N). donde k, son las raíces positivas de 
Ja ecuación ES =k—i 1) An= — К/З, Фа = kn 008 kns + 
+ son kns (n € М) dondo kn dl de misma cosa que еп el problema ante- 
rior. 21,7, 21.8. Emplear el problema 20.19, 21.9. ÁS Los númoros 
caractorísticos An = —л?л?, las funciones "propias фу = sen nns 
(п EN). Para А 5 An 


o +3 тыбыш зоа nns, 


para А = —лёл® (n EN) no 8 soluciones. b) Los números caracterís- 
ticos у las funciones propias están determinados on ol problema 24.6 
dy ое, qo = An en Bi, q = son qua ало пле (€ 
Є №). Para А s+ Ay (REN) z (s) = cos ns + mal. 


DAT * 

Li =- = — jo 
айр боп as + л cos ms) |, para А = 1 ул = —n? по hay so 
Incionos, рага A = — под? (n=2, 3, ...) 


а (з) = соз ns- 


A 2 л 
qre leo ta 
Xísen asa cos as] +C [son nns-H nn cos nas], 
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donde С es arbitrario. 21.11. a) = (з) = 2s + 4, b) z (s) = s +. 
c) z (9) = e (1 + s}. d) z (9) = + (е* + sen s + сов з). 21.12. a) La 


solución exacta ов = (s) = 1. b) La solución exacta os = (з) ea —1. 
с) La solución exacta оз z (з) ш —1. d) La solución exacta es т (+) 

= s/2. e) La ecuación no tiene solución. 21.14. а), b) No, с) Sí. 21.15. 
а) 2(0) сәй. b) = (0) = 2зеп{. с) = (0) +24 12/24 2/8. 
d) z (i) = 24 — iè. е) z (t) = 1. 21.16. a) Existe la solución exacta 
z (t) = t. b) Existe la solución exacta z (1) = ef. c) Existe la solución 
exacta = (t) са 1. d) Existe la solución exacta z (0) = e~t. 


$22. 


1 
21.3. (Az, y)—(z, Ay)=1 f А07) de= i [23 NO. 
3 


Soa quo (iz’, у) (=, y") o y** os la intogral indefinida do y*; en- 
tonces 


П 
i f a (04-0099) 0, 
о 


do допіс В = y + iy** es constante en casi todos los puntos do [0, 1); 
cambiando sus valores on ol conjunto do medida nula obtenemos y + 
Ф шт" = с, de donde y” +. уе = 0. on casi todos los puntos. Por eso, 
sl campo de definición de A” se compone do todas las funciones absolu- 
tamento continuas y (f), cuyas derivadas so encuentran en La [O, 4 
sin ninguna restricción respecto a los valores fronteras. 22.5. En gene- 
ral, no es cierto, porque es posible que D (4*) = 0. 22.6. Sea quo 
y ED (A*) y А*у = y". Como R (A) = H, existe un RED (A) tal, 
que Ah == y”, por eso, para cualquier z€ D (A) será (Ax, y) = 
== (а, yo) == (5, Ah) = (Az, һу. De aquí, y == ED (4). 22.8. Si 
Au = 0, entonces (и, Av) == (Au, v) = 0 para cualquier v€ D (4), 
por eso u es ortogonal a А (A) у, por lo tanto, u == 0 y el oporador 
A” oxisto, A continuación se estableco que existo el operador (4*)-1 

quo (4*)-1 = (4 -1)*, do donde so desprende que el operador А-1 os 
simétrico. 22.9. Es necesario comprobar solamento la densidad do 
R (А). En caso contrario existo un A € Н, h 0 tal 04), 
Entonces (f AA) = (44, 1) = O para cualquiorf Є Л, = 0, 
lo que contradice a la existencia del oporador inverso. 22.11. a) b) 
А = A” y como А* os cerrado, А también lo es. Si existo un z € 
€ D (4*) = D (A) tal, que A*z = tz, entonces, Az = izo — i (z, 2)= 
= (íz, z) = (Ат, 2) = (т, Ат) = { (z, 2) de donde z = 0. Por lo tan- 
to, N (А — il) = 0. De modo análogo se establece quo N (A -H il) = 
O. b)= с) 51 R (А — il) no es denso en H, para y € [R (A — 12 


(y = O) tendríamos que (А — il) х, y) = 0 para cualquier z € D (A), 
Entonces y € D (4*) y (À — UI)" y = (4* + Г} y = 0, lo quo es im. 
posible, porque N (4* + i7) = 0. Queda por demostrar el carácter» 


cerrado de R (4 — i). Si 2€D (А), se tiene | (А — il) = |P = 
= || Ат I? + Iz 11%: igualmente, si zp € D A y (А — 1) Zn = Vos 
tiene lugar zn -> zo y Az, también converge. Como A es cerrado, en- 
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tonces z ED (А) y (А — il) zo = yo. Así, Н (А — il) es cerrado y 

coincide соп I. Se cstableco do modo análogo que R (A + 1) = 17, 

с) => a) Sea z € D (A*). Como R (А — i7) == H, existo un y € D (A) 

tal, que (A — il) y = (4* — i I) z. Poro D (A) <= D (А*у y por eso 

z —yED(A*) у (А* — 0) (= — у) = 0. Como R (A +i) A, 

D (At — 1) = Ò y, por lo tanto, = = y € D (4) y D (4*) = D (4). 
«13. a) 


200—0) para OI LIGA, 
10—89) para 0<1<s<1. 
(8410) (0—0) para 0<s<1<1t, 
+A) 0—5) para 0<t<s<1. 


a emf 
b) G(s, o 


sons cost para OSs SiS E, 
в) Gis, 1) = х 
sont coss гага Os E. 


t fohesh(i—1) para Озе, 
d) Gls, 0-е {ате рага 0 < (6:61. 


в) Рага | y] 51 


É ев ои para OKs Sigi. 


C6, 0 


et-s. + era para O GITIGA, 
Para y=—4 G (s, 1) no oxisto, рага y=1 G (s, ya, 
1 
22.14, a) z(=) Sac, 1)= (e) dt, dondo 
è 


— faro tgs para OSs DE GA, 
960 ен tgt рага O<t<s<1. 


а 1 
уат | св, paoar È сб, 970) а, donde 
o o 
G, p= 1 f 200—0) para ORI RIA, 
Ў T L (02) 0—8) рага 01681. 


©) Con las condiciones de frontera dadas la función do Green no охізіе. 
22.15. a) Emplear la igualdad 


b 
(Ue, = | Ga) aL p (a) z a) É p (h) аа (Ы). 
] аа Ba 


b) Emplear los teoremas 22.2 y 20.1—20.3. Los valores propios del ope- 
rador U son inversos a los valores propios dol operador integral con el 
nucleo G (s, t). 
в) Si Uz = àz y |l z I| = 1, (Uz, z) = A. 
d) Suponer que охівіоп dos funciones propias con un mismo valor 
propio y demostrar quo el determinante de Wronski del mismo es igual 
а cero. 
о) Comprobar que D (U) es denso en L, la, 5] y emplear los teore- 
mas 22.2 y 20.3. 

22,16. Sean = (1) € D (U), qu (t) un sistema ortonormalizado, 
denso on ol espacio L, la, b], en virtud del problema 22.15 d), de las 
funciones propias del operador U que corresponden а los valores 


propios Ar, 0<A <M <... Entonces z= Žž (к, Pa) Фк y (Uz, a) 


= 3 An 162, Фа)? 22 A РЯ Ma, фд)1®== M П = l= А. Рог otro lado, 


AED (O) у (ОФ, Фуа ПФ: П = М. 
22.17. zo (t) = У зов и. 


22.18. а) (Uz, =) = f 2790. Si (Uz, 2)=0, =()=const y en virtud 


do las condiciones de frontera z (t) = 
$) En la roprosontación cormosta Para a (0) € D (0). 


ў 
sija |æ (de 
H 


empleemos la desigualdad do Cauchy—Buniakovski, luogo elevemos 
al cuadrado arhos miembros ө integremos sobre [a, Bj. ОМапатов co- 
mo rosultado que, para z ЄР (U) 


ь 
faw dt 


o (Ux, y > y Il 
22.20. Tomar / € 21 a, Ы y discontinua, 22,24. Sea que Азу, = o 
y ED (A) es arbitrario, Tomemos y = zo + a, “entonces +0 
= F (ш) + (Аз, я) > F (3o). 22.22. Soa que ol mínimo do Р 2 se 
realiza sobre el elemento zp € D fA) e y Є D (A) ез arbitrario. Enton- 
ces para cualquier À € Re se tendrá F (20 + Ау) > a (zo) 0 А2 (Ay, y) ton 
+ 2АВө (Azo— f, y) > 0, de dondo Re (Ал, — 2O y, reempla- 
do aquí У por iy, obtenemos Im (Azo — f, y) ) 0. Teriómos оп des 
initiva (Aza — f, у) = O para cualquior y de la variedad lineal D (4), 
densa en H. Por eso Аз = f. 22.24. En virtud del carácter definido 
positivo || z i} = (Az, т) > y? [| z IP. Si А ез un operador acotado, 
== (4z, z) QUA llull 212. 22.25. Si y € Ha es un elemento 


del espacio enorgético, que se une cuando se realiza la complotación. 
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existo una sucesión z € D (A) tal, que || zn — y lla — 0. En virtud 
del problema 22.24. [| zn — Zm 1 < Š || Zn — £m lia, la sucesión т 


os fundamental en Н. Sea que zp >=. Pongamos Ју = =. Queda por 
comprobar qué т so determina univocamente respecto a y quo la co- 
xrespondencia 7 ез пев]. Soa, además, уз, у, € Has Ya зе va Y Л «= so 
Туу = 2. Si y, — yy e Lione y Є Ha y Ju = O. Por èso existe la 
sucesión z, €D (4), tal, que zn =-0 y |у — za lla — 0 cuando 
п => со. Si z € D (А) es arbitrario, tenemos [zp, 21д = (tp, А2) > 0; 
por otro lado, [zn. zla — Íy, ад. Do esta manora, ly, гЇл = 0, de 
donde y == O O ут = Ya. La desigualdad para las normas, quo defino 
el encaje, se determina por modio del paso límite de la desigualdad obto- 
nida en ol problema 22.24. 22.26. Sea que y € Hy. Entonces y € 
€ La la, Б) y existe un х, € D (U) tal, que || zn — y la => 0, Il zn — 
— y [| — 0. La sucesión т„ os fundamontal en Ía norma onorgótica, de 
donde z4 es fundamontal еп la norma L, la, bl; por lo tanto, oxiste 
un z € La la, b] tal, que | z4 — z || => 0. Ya quo on esto сазо || =. — 
aad 15,0, es la derivada gonoralizada de y. Empleando la desigual- 
dad do Cauchy—Buniakovski comprobemos que cuando n — со 


1 t 
2n (t)= $ zp (1) dt $ 2 (1) de 
a 


uniformomonte sobre [а, b]. Por modio del paso al límite, do aquí so 
obtieno y (а) = 0. Do modo análogo se determina quo y (b) = 0. 22.27. 


Como (Ах, z) = lx А, F (z) = | = la — 2 Ro (z, /) tiene sentido 
para cualquior z € Ma < Н. 22.28. Puesto que para = € H4 = Н se 
Чопо } (z, < [рх ППУ Ра æ Ia, өп virtud del teorema 12.2, 
(т, De, zola, de donde F (z) = (Ат, т) — (z, )—( а) = 
= |z, zla — lx, zola — lo, zla = Il z — zo Má — [| zo П. Por eso o) 


mínimo de Р (z) equivale a — || z А y se alcanza sobre el elemento 
Zo € Ha. 


Capítulo 6 


$23. 


23.5. Es corolario del carácter acotado de un conjunto compacto. 
23.6. La continuidad йе F se desprondo de la continuidad do la fun: 
ción К (t, s, z) respecto a z y do la posibilidad del paso límito bajo el 
signo de integral en condiciones de una convergencia uniforme, la 
continuidad completa so dosprendo del teorema 15.3. 23.7. En general, 
до. 28.9. Р Ры) = Р (ау) (a — о (е сар) (e € S), 
dondo || о (В) 1 == о (IR) cuando k -> 0 a consecuencia de la dife- 
renciabilidad de F. Luogo, С (2) — G (z) = G’ (z) (z — 20) + 
+ ô (z — г) (= Є5)), donde 115 ( I] = о (Il g I) cuando g —> 0, de- 
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bido a la diferenciabilidad de G. Poro entonces, en un entorno del 
punto з, 
FOO žo) = Р (С (2) — Р (G (2)) = 
С Ў о т = 
Р, a) C (o) + P (2 5), 


donde р) Р (za) e= zoj- 0(6(9 (0 (o) y Np (O =o Aie 
cuando р 0. 2343. P(5)h=2(z М, Cdi 


с хни 
= (ту a) para 2, 30. 
-a 
23,48, а) P (1, 1, 1)=/11 2315 b) Р (0) о |5 
1 
0 —ne 
c) FU, 3) — o ||; d Р (3, 1, 0) = 
1 о 


-|7 —1V3 ue, al 


23.19. (P*GY (t v= E], 4, vo sal "ы 


Эт) 22, Boch 
EA 3 =1,2,...,тч 


23.21. a) Р' (и„)==соззепл; b) Р'(ш)=вепсозт; c) F'(0)= 
= O=142 


b, 
Рш—Р бы) =һ®)— | Ude, з, uo (A(S, 5, шо (8))} ds, 
a 


28,23, Р' (O) h=h(2) +A $ sen zh (з) ds. Integrando la ocuación 


П 
a 


híz)4Asenz ) h (з) de = cos = 
о 


de сего а л, obtenemos 
А 


a—2la=0, а= $ h (s) ds. 
о 


Para 4% —1/2 a=0 y А (2) = созт. Рага A = —1/2 h (2) = 
= соз z + С sen я, dondo, С es una constante arbitraria. 23.24. So 


gún el problema 2342, Š [Р (21 O (za — 2010 Р [zs + 0 (r, — 
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— z)l (xy — 21). Integrando esta identidad sobre 10, 1], obtenemos la 
fórmula de Lagrange. 23.28. Utilizando, en primer Ingar, la fórmula 


de Lagrange para F, y luego, la condición de Lipschitz para F’, obte- 
nemos 


ПЕ (0) Р (0) Р (z) (md < 


<| | Р а 00-Р EENE 
і 


< MP (а++0(а—))—Ё' (2) 140 1—2 | < 


e 


1 
< | Datnes 
о 
23.30. Soa quo z= (2л) Ст, >с y M=sup [ín @!; 
entonces |/n (Zn)| < M (MEN) y, por lo tanto, Р(х) т. Según Ja 
fórmula do Taylor, para z°= {ху} Єт 
Fn (en) — fn CA) А (2h) (En $) = 
1 


= | оно а 0) —/ (0810 (en — 4%). 
o 


Debido al carácter equicontinuo de fn, ol segundo miembro de la últi- 
ma igualdad es о (Í zn — 29 |) cuando л, => х5, Por lo tanto, 


PG) а (у; (28) ED e) 
28.31. 
b 


Pm) hm $ [2% ze (0, xo (t) ыг (t, Zoto), z(t) k o] di. 
a 


1 
28.96. Pa OSO | ки, 9u dst 
і 


А 
оо 994 
o 


[< Буз] hara 


E ra] һз=2Рул. 
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23,38. a) dF (zo, =P соз, ФЕР (zo, h) =son (E en/2) MA, 
А22. b) Р(ху-+Еһу=зеп t+} 4h cos 14D) AD i, 


4=2 
23.39. Repetir los razonamientos de la demostración dol teorema 
de Abel. 28.42. Q=((21, z) €R; lal <4)). pu=1. 


23,441. F (zoh) = Р (=) + 140) +} K (t, з) TO is do 
a 


„ ь 
+> + f K (t, з) еч (s) de. 
h= a 
23.46. Para x(1€Ca sup ltz(01< чер; A [DN 121. = 


= (ae) е lla <1 para [2 lla < е. Рог lo tanto, 


ПР le < q 


$ 24. 


24.3. a) Emplear el teorema de Lagrango у el teorema 24,1. b) Uti- 
lizando el teorema de Lagrange demostrar quo para f (=) existo la fun 
ción inversa. Luego emplear el teorema 24.1. 24.4. t= 0,35, 24.7. 
t= -—0,75. 24. 9 Ер = 0,00, E, = 0.92, E, = 1,55, Ey = 2,02, 
Е, = 2,42, 2,70, E, = 3,14, Ё, =з 3,40, E, = 3.80, Ep = 4.20, 


Ep = 4,73, En = 5.30, Бү = 6,28, Ey = E (8) (к= 0,1, aso 


+. 12). A) Е (Т) = 1,81 рага e= 0,25, Æ (7/4) = 2,02 para 
e ='0.5, Е (T/4) = 2,48 para e = 0,75. 24.0. с) Para k == 220 = 0, 00, 
жү = 0,10, то = 0,22, т, = 0,35, т, = 0,40, у = 0,64, zo = 0,84, 
тү =4,01, ту = 1,25, ту == 1,54, д, = 2,00, 2 = а (m/10), m = 


=0,1, ..., 10. 24.10. Considorar la función f (х) = z — 2 (a? — a) 


y comprobar quo esta es la aplicación contraída en sí dol [а/2,1]. 24.11. 
Bl límite es igual a £ + V 2. Considerar la función f A =2 + i/r y 
comprobar que ésta es la aplicación contraída еп sí del (2, 3]. 24.19. 
Considerar la aplicación Ф: К — R, ® (z) = z+ n/2 — arctg т. 
24.20. Soa q: Q => R una función real sobro Q determinada por la 
igualdad ар (2) = || O (z) — z ll, z €Q. Como Ф es una aplicación 
continua, p es también continua. En virtud de la bicompacidad do Q, 
la función Фф alcanza su valor mínimo a ;> 0 sobre Q en cierto punto 
Zo € 0. Si a > 0, P (Pz) = ПФ (Ф (z0)) — Ф (xo) | < (1 D (zo) — 
— zo || = 9 (xo) = а, lo quo contradico a la definición do а. Por eso 
a = 0 y гу es un punto fijo do Ф. La aplicación Ф puede no ser con- 
traída (consideremos Ф (х) = sen z para z Є [0, л/2]). 24.23. b) 
Ka (s, O = 8113", R (s, t, А) = 3st/(3 = A). с) Para A # 3 la solu- 


РРА? e 34 E y 
ción tiene la forma = (s) = f (s) + saj“ 109 dt. 24.28. El оро 
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rador Y = QM tiene un único punto fijo z*, Pero № y Ф son permu- 
tables sobro Q у. рог eso Ф (z*) es también punto fijo de Y, o sca, 
Ф (2?) = 2%. Sizes otro punto fijo de Ф, se tiono Y (2) = Ф" (2) = 


es decir, T =x*. 
24.31. Según la fórmula de Taylor, 


VA = F (хи) + F (En) (E а) ei Г En) («* — Y. 


De aquí O < аиы — 2° < pA (En — х*)*. Además, / (2*) = f (zo) + 


+r m) (e? — ду) y, por lo tanto, 0 < xp —2* < | / (ху) l/m. Do 
aquí, hodiante la inducción so establece la ostimación foquorida. 
24.88. Six = (д, za, . . .) € la оз punto fijo para F, se tiene [| х | 
= 4, dobido a quo | (2) (1 = 1 para todos los z € 1,. De la condición 
a = F (z) se desprondo que z, =... = O, 10 quo es una con- 
tradicción. 24.34. b) La continuidad del oporador F so desprendo de la 
continuidad de la función / (t, z) y de la posibilidad del paso al límite 
bajo el signo do integral en las condiciones de la convergencia uni- 
Tormo; la continuidad completa so deduce do las estimaciones | Р (z)| < 
E Гао (Ч bihi, Р(х) (А) — F (2) (ta) | < b 1t =t 1 y dol teo- 
rema 15.3. c) Emplear cl teorema 24.4. a (t, z) = VZ (l = 0, хо = 
= 0). 24.35. a) Sea z (1) solución del problema de contorno. Entonces, 
do la ecuación diforoncial determinamos 


z” (у==.К oxp El 2094} , 
š 


por lo tanto, 
pa 9 
()=Lt+M+K | | oxp(—$ xs) ds} do ar, 
з а 


donde las constanto К, L, М, so determinan do las condiciones de fron- 
tora, lo que llova a la ecuación integral. Recíprocamente, si = (1) € 
€ C [0, 1] os la solución de la ecuación intogral, ésta satisface las con- 
diciones de frontera y la ecuación diferencial. b) Sea quo | = (9 | < 
<r=lal+1b|Fic—a—bl. Entonces | Ф (2) 1 < 1а( + 
F |b| ре — а — b| = r. с) Del párrafo b) so deduce que el con- 
junto do funciones y (t) = (Ф (2)) (0 es acotado. A continuación se 


verifica que 


Ly (a) — y ОТОТ 2er [с а – b Ihol ta — th 1, 


do donde sigue la equicontinuidad de las funciones de esto conjunto. 
24.36. La condición 


пка mon) <a 


х= 
satisface la existencia de justumonto dos soluciones positivas 


1 
= үк Sn 
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de la ecuación I| К "+ ; И = ғ. El operador Ф aplica en sí la 
bola || = (1 < ra al igual que la bola || z || < 7°. En la primera bola, 
Ф оз contracción, ya que en el 1 O (2) — O (2°) | QU K елет X 
хт — z" | y il K олла < 1. En la segunda bola, O cs total- 
mente continuo como el producto de wn operador integral lineal total- 
mente continuo у un operador no lincal acotado (vénse el problo- 
ma 23.4). 


§ 25. 


25.7. Señalemos quo z(f)=Asen t, por eso A satisface la ecua- 
ción A [А зноя] , la raíz A=0 no sirvo y, por lo tanto, 


AS E, s ~ z sen £ (А 3 0). 25.8. Aparto do la solución 


hallada on ol problema 25,7, la ccuación integral tiono la solución 
2 (t) тз O para cualesquiera À. 25.10. Buscamos la solución en la forma 
z (0) = xo (1) + en (t) + O (e?) (cuando e = 0). Para za (1) y 21 (0 
tenomos los problemas 


2-+50n zo =0, zo (0)= хе (1)=0, 
Hz cos лу вопли, 21 (0)=x1 (1) =0. 
Do aquí zo (1) m0, 21 (= аран. 
25.11. a) El corolario dol toorema 25.2, 


y oi aee Ue (уул, 


de dondo Lo Luego, por inducción so obtienon las 


igualdades requerid: ) El corolario de la fórmula do Taylor. 25.14. 
Considoremos la ecuación auxiliar z = а + e/ip (т). Conformo al pro- 
blema 25.11 c) su solución se da por la serie 


gek dhmi 4 
ARA агат [<=] 


Рага а = O obtenemos la solución buscada 


Sa аага 
“=. T do [<= {| [xeo * 
25.15. Para АЄ[а, 0) el oporador Ф (z)=z— ү F (2, es una 
aplicación contraída, con el coeficiente de contracción E ‚оп 


el espacio С (— оо, co). 
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Capítulo 7 
$ 26. 


ле 
26.2. Zn —> z= (05) Za: El es arbitrario. 26,3. Sea que las nor- 
> a y 
mas del X, son regulares. Supongamos que la sucesión Zn —> z' y 


та —> z". Entonces 


NTa (liz, <U Taz’ —En ly, de а ае iy, +0, noo 
n А 


Poro entonces z” 


2"=0. Al contrario, si Тату —0 para cierto 
Xn p: 


sa ж - X 
z 0, во Мере Въ Ге — 2 у Zn — 0 (п > оо). 26.4. Emplear 
el resultado del problema anterior. 26.5, La demostración ropito lito- 
ralmente la demostración del teorema 8.2. 26.6. El conjunto de los 
nodos de la red es denso sobre 10, Й y por eso existe una sucesión 


(Say, de nodos convorgento hacia for en Ja cual | (to) | = 
= || z lloro, 1y 26.7. Baste soñalar quo Il £n (sp OS la suma integral йо 
Riemann рата la función continua a* (4). 26.9. Emplear cl problema 
antorior. 26.11. a) Sí, con el primor grado si x' (1) es acotada sobro 


(0, 1]. b) sí, con el torcer grado, si т” (t) es integrablo sobre [0, 1]. 26.13. 
So desprondo do la desigualdad 


YA Ine Tn lyn «ИА 7542 lg +1 Tay — 7n ilg - 
А А 
26.15. 


ламе le СЕГЕ) 


, 
<a, 9-4 


a consecuencia do la continuidad uniforme de х' (£) sobro LO, 1. 26.16. 
Según la fórmula do Lagrango, 


= 1 
NAnTnz—TnAz NS oh VON ae 


26.48. Zn N= а ЇЇ & Y 1) Anzn 11. Vénse también cl problema 
17.20. 26.19. Se desprende de la desigualdad (Fn, 221) < [Zn 1А Il- 


26.21. Escojamos bases on X, e Y; entonces el determinante do la 
matriz del operador es diforente do cero. 26.27. Se deduce de la desi- 
gualdad del problema 26.25 y de la transformación || 7n — Zpz 1 < 
< үз Il Apn — ааг [| = Y [у — Tay + Tpdz — An Tns l< 
<y а — Tuy l+ VIN ТАА: — AnTaz ||. 26.28. а) R: (т) = 
=1— 10. b) Las ecuaciones del sistema so ARA с 
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mente, de donde зс desprende que este sistema tiene solución única. 
<) Emplear el método de inducción matemática. d) Véase ol problema 
26.22. 26.30. Considerar la diforencia 


ZO (oza (10) азах 


X [Baz (2—1) 4 Въз (091 — [vi (2—9) —vaf (4) 


aplicarlo la fórmula de Taylor que contiene términos hasta ol segundo 
orden do pequeñez. Para Uy = as == бу = Pa = ү = ү, = 1/2 teno- 
mos el segundo grado de exactitud. 26.31. a) Resolver la ¡-ésima ecua- 
ción respecto а ху. 26.35. En la solución oxacta = (f) == 1 las eouacio- 
nes de diforencias so satisfacen exactamente igual que la primera con- 
dición inicial. La segunda condición inicial se verifica con una exacti- 
tud 12, 26.36. Las soluciones particulares do este esquema do diferen- 
cias pueden determinarso en la forma тү = 24, de dondo A, = 1, A, = 
== 2. La solución general del sistema sin condiciones iniciales, tieno la 
forma x; = сү + с,21. Utilizando los valores iniciales para i = 001 = 
= 1, hallamos la solución de) esquema de diferencias. 20.37. Véaso la 
solución del problema, 26.35. 26.38. Indiquemos quo z; = 1 — 1° + 
+ e (аў! (== 0, 4, ..., п). Si Pela | < 1, ontonces, |=, — 
ра, O MR) Si Гајар 1, Пан Tni Пр > 


> (п >» оо). 26.39. a) Emplear la fórmula de Taylor para la función 
vectorial т (0; b) Estimar previamente la norma do la matriz R; (т). 
b) Aplicar a la función 


1 1 
= тїт (1А 
аА) е + 


Та fórmula de Taylor rospecto a т, la que contiene términos del primor 
orden respecto а т y cl tórmino residual en la forma integral. Luego 
estimar esto término residual. 


$27. 


27.4, El punto £ = O es punto de mínimo de la función Ф (t) = 
= || As -+ 242 [2 para cualquier z € X con 7s = 0. Según el teorema 
de Format, q” (0) = 2 (As, Az) == 0. 27.2. En virtud de la condi- 
ción de oriogonalidad ii A +0 | = f As 1P £ 142 1P > 114s |Р. 
27.3. Vorifiquemos la condición de ortogonalidad. Para cualquier 
2 (1) € Hi (0, 1] tal, que z (t) = 0 (i = 0, 4, ..., п) tenemos 


А n 
(Ав, А2) = $ = ТЕЕ f 2 (1) di=0. 
0 Ha 


27.5. Como $ — з € N (T), se tiene (A (3 — s), Аз) = 0, озса, || As |? = 
= (AS, As). Permutando ?у s, obtenemos la afirmación buscada. Con- 
forme al problema 3.19 A (3 — з) = 0. 27.6. En virtud del problema 
anterior 5 — sE № (А). Además, 7($—з)= 72— Ts = 
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=== 


— s Є N (T).Pero entonces s — s € (0), o sea, s — = 
= 0. 27.7. Demostremos que aquí М (А) NN (Т) = (0). А) se 
compone de polinomios de grado primero (o nulo) del tipo С, + Ca. 
Si T (Ct + С.) = 0, entonces É, = Сз = 0 cuando n >1, ya que 
un polinomio de primer grado no tiene más de un cero. 27.8. b) To, == 
= гі, on adelante para cualquier z Є „ 1] con 72 == 0 se cumplo la 
E] delante p: ý i Н |0, 1] con 7 lo l; 


condición de ortogonalidad (véaso los problemas 27.3 y 27.2). 27.42. 
Véaso la sugerencia al problema 27.7. 27.13. Baste soñalar que 
ATA (2) = Аз» + AN (Т), donde х, € X es tal, que Tzp = z. 27.44. 
La variedad afín A 7-1 (z) es un conjunto convexo cerrado. Le pertenece 
ol clemento y que realiza a distancia desde O hasta A7=1 (z). Por lo 
tanto, existe un s tal, As = y, Ts = 2. 27.15. Sea quo ym (1) € AN (7) 
(т EN) ө ym (0) — Yo 0) (т = оо en L¿[0, 1]. Existe un zm (E 
EN (Т) tal, que т, (£) = Ym (0. Ое aquí 
4 


П 
2m ()= f (2—3) ym (3) a j (2—8) Um (8) de 
в ° 


(on particular, de zm E N (4) зо deduco que zm (0) = zm (0 = 0). 
mando т => оо, sm (0) => Za (D € N (Т), es decir, yo CAN (7). 
27.46. Integrar dos veces s3 (t) y doterminar las constantes arbitr 
rias partiendo de la oxigencla s (ti) = тү, sa (н) = түн. 27:17 
©) Escribamos el sistema on la forma Кр = f con la matriz simétri- 
ca K. Tenemos 


à 
(KB, P= Ж F (Ви), 
tl 
dondo б» = 8,0. Si КВ = 0, В = 0. Por lo tanto, det К + 0. 27.18. 


1 
(Азр, Аш) = Yao "а= 
о 


n 4 ой 
=J | soroa) | swar о 
dl túa i=l tpar 
a DA 
=) sorol, -5 | roo. 
= ea ыз, 


Pero 557 (constante) es la tercora derivada de sẹ(f) respocto a 
П 


а td, y | #(фй=в(щ)—(ы)=0, ya que Tz=0. Por eso, 
Y 
(Ass, дд (0 7" (0) —93 (0) 2 (0)=0 debido a 4). 1 
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$28. 


28.2 Emplear las estimaciones I| zn — Paz I< Il Za — z + 
+ liz — Pr A MS Н ты == En z + Il Рах — zil 28.3. 
Utilizar el problema anterior. 28.5.,Emplearla estimación || О.А Рух 
— Ф411 on ПА Iil Paz — 21. 28,6. Corciorarso "de "que 


Qráz= A (Az, Yi) AQ; = APyz = QpAP pz. 28.9. Y (га, 3n) < 


< (dan, жа) = (Azn: Раза) = (РАг, ал) «Рила, ll za l 
de donde [PP Pa "йар \ т ї 97 29-10, ton formo al FS blema а 80, 

zn 1 = = | Az, Y Zn 1. ilizando 
os prob lemas 284 га тало оман е 


Пап 20 < Рл || < y | APpz— Az l= 
= ү || APnz—y I=% || Ony—y Il- 


n a 
28.13. P (2а) = у (Ai Ф) чеу—2 2 (иф, ve +i, v). En 


ol punto mínimo д q (zn)/ðc = 0 (= A, 2, + п), 28.14, Si A 

es una contracción del Mporador 9,4 sobre Xn. a'consocuoncia de la 
condición do estabilidad se tieno N (А) = wi у como un opero- 
dor que actúa de un espacio n-dimensional on ol oiro n-dimonsional, 
An ез continuamento invertible. 


28.25. а) [рх || = 1 (QnA Pn) rA Pnn || «<< Y i @„Ат„ ||. 
b) Ilan = 11 = 1 (QnA Pn) ФАР, (En — 2) 11 < 
SYURA (En — Pnz) 1 = Y ll Qndza — 
= QnA Paz | <y сПА MU Рл ||. 
28.27. Emplear ol problema anterior y el teorema 9.4. 28,28. So 
doduce de la identidad zn — ES Рак) (Ре — а). 28:29, So 
deduce de la identidad” xp == z = (1 Prak)“ (Pay — y) + (1 — 
= Р.К) (РК — ra @ "кулу. 28.30. Aprovechar la identidad 


1—0 
sed р! соз оа уау 
lat 
cuando p= s/2, о == лт, do donde 


ко, 9=1+2 2 (б) тїт, 
dest 


n 
PaK (t, )=142 Sa (+) оова, 


isi 
a 
see Y j (E а-о, no. 
ї=п+1! O 
28.31. b) Emplear el problema 28.29. 
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$ 29. 

29.6. Utilizar la fórmula de incrementos finitos de Lagrango. 
29.7. Emplear ol problema anterior. 29.8. Tomando y =0 А 
do 
= 1 450 Ml 11. lo esprondo 


quo || 
función inalia 2 = p (f) so deducen dol toorema 29.1. Tomando 


) 
— f (у, 0 = fæ È, 0 (ж — v)? > e (т — y). 29.19. Poniendo on la 
condición de monotona fuerte уу = лү, obtenemos (т, — y) lfa (т, 


blema 29.19 z, = Ф (ху), Ya = Ф (Ys), obtenemos 


(a — y) Vi (к, P (61) — A (шл, Ф wD > 
> ell — п)? + (Ф (а) AU 22 с (а — n). 


esta sucesión acotada en Æk, so puede escoger una subsucesión con- 
vorgonte py, Sea que 


ллу, > Zo (k > оо). Entonces 0=4 (пв) 


+ (Enp > A (za) cuando k —> оо, о sea, (2) =0 
1 т 
29.26. » Р) h: ihi 
9:26. Ja (e, DI < MÁS, ПРА Поа, РЕ z| 19ra] dt < 
< BX UP ЫЫ ЫЫ | 


y, además, а (z, 2) es lineal respecto a ғ. 29.28. Emplear la igualdad 
(Ax — Ay, z у) = a (z у, х — y). 29.29. Se desprende par- 
tiendo до la estimación 


1 
| fro ae QUA trago, о-оо, y SN Neato, 9 ME gro, yy 
d ў 


29.30. Emplear ol teorema 29.1. 29.31. En virtud del teorema 12.2 
existo y os única una función g (t) € HfO, 1] tal, que 

1 1 

f 0) 2 (t) а= fewr di 

o 0 


para cualquier z¢ 0: 10, 2]. A esta ecuación le satisface 


П 
esto | G (t, s) f (s) ds. 
o 


29.36. Emplear cl teorema 29.1. 29,38. a) 


k h 
a (о, 09) =n? $ Poli) de $ Pa (8) A—ni dt, 
ò 5 


1 4 
а (юп, Фал) =n2 у) Po (0) de ) Р\йу(м—һ—1)* dt, 
1-л 1-A 
(M+DA (а-л 
а (ол, олы) = —л®% Poli) di Р, (0) (nt—k—4) (nt —k) de, 
ún ún 
(htir жол 
a (Oker, Oh) = —n? Pa (t) d+ P, (t) (nt—k—1)? dt, 
(hath (h-i 
а (оһ, 0)=0 cuando 16 k—1, k+, 
ра 
(и, оп) = ол (t) y (v) de. 
alos 


b) So obtiene un sistema tridiagonal. с) Bl operador А es acotado: 
1А 1 < К, en virtud dol teorema 29.2 y del problema 27.24. 


lan 21 (cKy N fn — Ра [= О (я). 


Capítulo 8 
$ 30. 
30.3. Diferenciar respecto a £ y multiplicar por z’. 30.4. 
a) =(0= = et. b) в(ф=—. c) e()=etl. d) e()=int. 


e) z () = VUF DE en este caso la función = (0) = y 0t — 1 
no se toma por схіготаї, ya que no tieno derivada finita on el punto 
t = 1/8, 1) ж (t) == (С + i) sont, donde С es una constante arbitra- 
гіа, g) z (t) = С son t + cost, С оз una constante arbitraria. h) El 
roblema variacional no tiene sentido puesto quo la integral по 
depende del camino de integración. i) = (f) es O si ху = 0; cuando 
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тү 52 0, entre las curvas suaves no existen extremales. j) a (0) = 
= cos t. К) No hay extremales. 1) = (0) = 4/t — 1. m) z (0 = V4 
Emplear el problema 30.3 п) = (0 = (. 3 a) a mA e, 
b) z (0) = (1 — £) sh £. c) No hay extremales. d) El problema varia- 
cional по tieno sentido, puesto qus la integral no dependo del camino 
de integración. е) z (0) = — (0 — e). «йу = соз. g) z(t) = 


= (P t 1). b) =()=sht 


32410 


30.6. a) ( =()=sen2, 
( sos- HAE 


b) { z(= —-р (64510), 
9 


c) f а()= воп, d) 
ро алек { 


9 { 2 (1) =: 2вепі созі, f) { 2(0=1. 
y (1)=1 cos t; y= 


teost 


30.7. a) 20)= — + Ecos вор г. 


Б 0 С (son át + 4 cos 44), donde С es arbitraria. 
30.8. condición de transversalidad tieno la forma 
ES 

pr 


y significa que las oxtromalos deben intersecarse con la curva dada 
х =p (t) formando un ángulo 1/4. 30.9. x (1) == 0. 30.10. a) х (1) = 


=+ V25 —(— 507. Utilizar ol problema 30.3. b) =(f) 
= + VETA. Emplear el problema 30.3. 30.11. a) La distancia 
os igual a 19 Y 2/8. b) La distancia es igual a 4/35: 30.12. a) No. b) 


Айе У cuando O REGA, 
=V3(—2) cuando Lf TIRA, 

y 
=0=( ЕЕЕ cuando O GL, 
V3ú—?2) cuando 1<,t<2, 


30.13. a) Las curvas quebradas, compuestas de segmentos de las 
rectas æ (1) = 1 y 2 (9 =з 4 o de segmentos do las rectas = (t) = 0 
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z (t) == t — i, realizan el mínimo absoluto. La recta x (0) = 02 
realiza el mínimo debil, b) 


z0={ 7 cuando 05:41, 


AS cuando 1<:<4 Y 09 


{ г cuando 05:58, 

2+6 cuando 32154, 

sobre ambas quebradas la funcional alcanza el mínimo absoluto. 
30.14. 


O cuando —1<1=<0, 
нч ostisi. 


30.15. а) (y = 1. ы el; b) z(t)=2sen ant, п= 1, :Е2,...; 
0) «(у= 3-Ь24-Ь1; d) ИИГЕ 


30.16. Investigar la funcional para ol extremo 
А 
$ = VIF di 
ño 

con la condición 


р $ 
ў VIF 1-1. 
ё 


Obtonemos una familia йе oxtremales (1) = Сз ch 2—02. A, Laso 
Jución so halla partiendo del sistema do еспасіопез respecto a Су, Ca, 


( == С, ch É 


xy =C,ch 2 


A 
Cı [sh = 


зыт. [ое 
у) = 1. 


20) = R cos Ft, 


E3 
y(0=R sen Pe. 


Hallar oxtromales de Ja funcional 
яд e 
Lía у= y Lena y (5 24+4t2) Jue 
è 


La ecuación de Euler da y — 24 = 0. Excluir y de esta ecuación 
y de la ecuación de vinculación 
Без УЗ, á, 
Ma sh y2t м уйе Y 2ch Y 21+sh ү? . 
sh ү? эһ y2 


$31. 


31.1. a) La solución de la ecuación de Euler tiene la forma z (t) = 
= C, ch t -+ С, sh. Las curvas z (t, С) = C ch £ forman un campo 
propio; las curvas z (t, С) = C sh 2, el campo central, b) z (1, С) = 
== О соз! os el campo propio de cxtremales, = (2, С) = C sen £ es 
el campo central, 31.2. а) La exlremal z (1) ua 4 se incluyo on el 
campo propio de las extromales z (t, С) = C. b) La extromal х (£ 
= 21 во Incluyo en el campo central de las extremalos x (£ С) = Ct 
con contro en el punto А (0, 0). e) La oxlromal z (1) == P -4 1/4 — 

3/4 so incluyo en el campo propio de las extromales з (£, С) = 
@ + 1/4 4- ©. d) La extremal x (9) = 1/6 (4 — (8) se incluyo on ol 
campo contral de las oxtromales z (t, Су = Се — £/6 con contro en 
el punto A (0, 0). e) La oxtremal = (0) = et so incluyo on el campo 
propio de las oxtromales z (t, С) == et + С. f) Cuando a < л, la 
oxtromal z (£) == 0 so incluyo en cl campo contral de las extremales 
x (t, С) == С зоп £ con centro en ol punto А (O, 0), cuando a > st, 
la familia de los curvas = (2, С) = С son £ no forma campo. g) La 
extromal = (1) = t 4- 1 so incluyo оп el campo propio do Jas oxtro- 
malos z (4, С) = t + C. 31.3. a) Sí. La solución de la ccunción de 
Jacobi con la condición и (0) = O tiene la forma и (1) = Ct, la oxtre- 


mal z () = 3.0 so incluyo on ol campo contral de oxtremales con 


contro en el punto 4 (0, O). b) No. La solución de la cenación de 
Jacobi con la condición ш (0) O tieno la forma u (f) = C sen 2t 

'se anula on el punto £ = 7/2 cuando a > 1/2. c) 51. La solución 
de la ecuación do Jacobi con la condición u (0) = 0 tiene la forma 
9) = C sh t. d) La solución de la ecuación de Jacobi con la condi- 
ción и (0) = 0 tiene la forma и (t) = C sen t; si 0 < а < x la condi- 
ción do Jacobi está cumplida, y no lo está si а > л. 0) Sí. 1) Sí. g) No, 
h) Sí. 31.4. Puesto que la ecuación de Euler tiene la forma Fy = С 
Ja condición do Jacobi so cumplo idénticamonto para cualquior oxtre- 
mal. 31.5. a) La extremal es т (t) = 2t + 1, la condición está cumpli- 
do, b) La oxtromalos 7 (9 = 6% la condición по está cumplida. 0) La; 
oxiremal os 2 (0 e 0, la condición está cumplida. d) La охота! 


esa (0 =È t, 1а condición está cumplida, е) La extremal es z (f) = 0, 


la condición está cumplida. f) La extremal es = (9 = 1/2, la condi- 
ción está cumplida. g) La extromal es = (1) = 3, la condición está 
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cumplida. h) La extremal сз т (4) == 0, la condición está cumplida. 
i) La extremal es = () ==! — 4, la condición está cumplida. 31.6. 
a) = (1) = 21, ез un mínimo débil. b) = (0 = # — f ез un mínimo 
fuerte, о) z (1) == 1/2 ез un mínimo fuerte. d) z (t) = et os un mínimo 
fuerte. e) z (0) = 2 In (t + 1) es цд mínimo fuerte. f) 2 (Y æ 1 os 


un mínimo fuerte. g) x (t) = £* es un mínimo débil. h) = (t) =т! 


es un mínimo débil. i) z (1) = Ја (£ + ʻ)/In 2 es un mínimo fuerte, 
0 z(t) =21 +1 es un mínimo débil. k) = (0) = sen 2t — 1 es un 
máximo fuerte. 1) z (1) = £ es un mínimo fuerto. m) = (4) = sen 2t 
оз un máximo fuerte. n) = (£) = 1/2 ев un mínimo débil. 0) æ (t) es 0 
es un mínimo débil. 


1 
31.7. b) афі, > | 1h2 (£) dt >0 para cualquier № (1) € С[0, 1], 
h(t) e 0. с) Sea 2 
—i+e para 0<t<e, 
=®б={ 7, рага t> e. 
So 
Entoncos (z) = 61/00, 31.8. b) азр, A SE > para 


oualquior AE l, (В 56 0). о) Sea 209) (0, 0, АГРЕ 


Entonces Фф (20) =4/n8—1/n4 < 0, 


$ 32, 

22 p% (im A 1) za) фа (ду + 2t (1 PA 

Pl A aA 2 e TUAS E 
E EU 
general, no. En el espacio І, considerar la sucosión е, = (0, 0, 


—— 


pery 
1, O, O, . . .). d) Sí. Cuando zp =» ту (п — оо) débilmente y | zo || > 
lím jizn П existo un e tal, que | хо l| > c> lím |f zp [| у, por 
consiguiente, existe una subsucesión zp, tal, que || zo || > c> 
> (122. 1 para k Є М. Definimos la funcional fo: (zo, fọ) = Il zo Il 
y la prolongamos sobro todo el X consorvando la norma. Entonces 
Zna, fo) no tionde a (zo, fo), ya que (zap. 10) < Il fo П Zay | < с 
mientras que (ту, fo) = |] х, || > с os una contradicción. 32.6. Sea п 
un punto mínimo local de Ф (2) sobre M; ontonces oxiste un e > 0 
tal, quo para cualquier v€ $, (и) П М so cumplo la desigualdad 
9 (и) < (0). Sean: z € М, arbitrario, y un a Y 0 tal, quo | z — 
= н [| < e. Entonces u + a (z — u) € Sa (u) N M y por eso p (u + 
+ a (z — u)) > p (u). Poro ф б) SF (A E ao (@ — p (a) у со- 
mo a > 0, Ф (z) — Ф (u) > 0, у, por consiguiento, u es el mínimo 
global sobre M. 32.8. No. Considerar Ф (z) = V TZ] para = ЄК. 
32,9. La necesidad se desprendo directamonte de la semicontinuidad 
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inferior (débil). Para demostrar la suficiencia, emplear la idoa de la 
resolución del Tonla 32.3 d). 32.10. De la semicontinuidad débil 
e inferior se deduce la semicontinuidad inferior sin exigencia auxiliar 
de convexidad. Si q es una funcional convexa y somicontinua inforior- 
mente, entonces, según el problema 32.9, el conjunto С, es cerrado 
para cualquier % real, йа el problema 32.7 es convexo, según el 
problema 13.23 Су, es débilmente cerrado y en virtud del problema 
32.9, p es semicontinuo débil e inferiormente. 32.12. с) No. No se 
puede aplicar el teorema 32.4, puesto que el espacio С [0, 1) es no 
toflexivo. 32.13. Sean М = X bicompacto, p (х) definida sobro М 
y semicontinua débil e inferiormente. Si т = inf p (2) у £n EM 


os tal, que р (Zn) — m cuando n=» co, охізіо una subsucosión Xp 
tal, que дл > ж € М, ontonces q (zo) = т. 32.14. р (х) es una 
funcional convexa continua. 32.15. a) Sí. b), с) Como regla, no. 
3246. pin + 2) (а, а) (1—1) (Алу, з) + 
+1(1—1) (Aza, m) + (1 — 8) (Azn za) == їр (т) + 149 X 
X (z) — tA 0 (A (z1 xa), 71 — xa) y como РЄ [0,4], (1 — 
ЖАЙДА (e1 — za), жа — т) > б. 32.17. b) No. Considerar la suce- 
эп 000... 04,0, ...) €d. 32.18. 0) Ф (2) = 42 + 
EIA, 


n-i 

tAn Ъ) la ASU = 2 (к n A (e y) 220. 
у йшйөат ol teorema 32.2, Ja continuidad del operador А y el proble: 
ma 3214. 32:49, a) 9 (2) = 2А* (Az — b). b) Demostrar quo ои (r) 
os un opórador monótono, emplear el teorema 32.2, la continuida 
del operador А y el problema 32.41. 32.20. Cuando г > 5, ol valor 
mínimo de q equivalo a coro y so alcanza en ol punto С (2, 3). Cuando 
т < 5, el valor mínimo de p es igual a 2r? — 20r -+ 50 y se alcanza 
on el punto de intersección de о, (0) con la recta OC. 
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k-líneal 131 

— acotado 131 

— simétrico 132 

monótono 183 

no estirante 147 

no linoal totalmente continuo 
131 

— no negativo 104 

— noethoriano 98 

— normal 108 

— normalmente oluhle 98 

— nuclear 98 

— k-potencial 432 

— simétrico 126 

— — no negativo 126 

— unitario 109 
Ortogonalización 28 
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КЕ ТАРЫ 


Parámetro de regularización 118 
Pendiente del campo 202 
Polar 73 


Polinomio de interpolación de, Sistema 


Lagrango 43 

Problema correcto 118 

— incorrecto 148 

'operímetro 195 

— varicional con fronteras mo- 
viblos 194 

Producto escalar 27 

Prolongación do un operador 55 

Proyocción de un elomento 29 

Punto angular 194 

— de acumulación 14 

— fijo 140 

== p-límito 176 

— regular 409 


Radio de cunvergoncia 132 
— espectral 110 

e-red 83 

Rosolvente 108 


Segmento 12 
Segunda derivada do un орега- 
dor 132 


Serie do Fourier 29 

— do Neumann 146 

— de Taylor 133 

linealmente 
diente 28 

— ortogonal 28 

— — do polinomios de Chél 
hov-Laguerro 32 

— ortonormalizado 28 

Sistemas biortogonales 400 

Solución generalizada do un pro- 
blema de contorno 188 

Spline cúbico 172 

— de interpolación 169 

— lineal 170 

Subespacio 12 

Sucesión dóbilmonte acotada 76 

— — fundamental 76 

— fundamental 24 

Suma algebraica 12 

— directa 12 

— — de espacios 05 


indepen- 


Valor propio 109 
Variación de un oporador 192 
— total де una función 46 
Variedad afín 12 

— lineal 12 

Vector propio 109 
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Mijail Vasilievich Lomonosov 


Esto libro está dedicado a la vida y obra del destacado científico ruso 
del siglo XVIII М. V. Lomonósov, y se basa sobre Jas obras científicas 
y documentos do este sabio, así como en trabajos de investigación 
soviéticos y extranjeros sobro su obra. En el libro se narra acerca do 
la formación de las ideas ciontíficas del sabio, so muestra su aporto al 
desarrollo do muchas ramas del saber. El proceso de la formación do 
Lomonósov se revela sobre el fondo general de la ciencia contomporánea 
a él, so siguo la relación de su obra con los logros de la cioncia del si- 
glo XVIII, así como la influencia de sus trabajos en el ulterior desarro. 
Mo de la cioncia on Rusia y en otros países. ` 
М. У: Lomonósov no sólo fuo un brillante ciontífico, sino también un 
organizador notable do la ciencia. A iniciativa suya [ue creada la Uni- 
versidad de Moscú, se instituyó el primer laboratorio químico ciontí- 
fíco-didáctico de Rusia; se desarrolló un amplio programa de investi- 
gaciones on las esferas de la física, química, geología, geografía y otras 
ciencias naturales, El fundador do la ciencia rusa se hizo famoso por 
sus bellas obras poéticas, sus cuadros y mosaicos de gran categoría, 
por los aparatos e instrumentos científicos creados. La obra de 
М. V. Lomonósov representa una do las páginas más brillantes en la 
historia do la ciencia y la cultura rusa. 


1, PROSKURIAKOV 


Problemas de álgebra lineal 


Al componer esta recopilación el autor se planteó la' tarea de brindar 
en primer lugar, un número suficiente do ојогсісіоз para contribuir a Ja 
formación de hábitos para solucionar problemas tipo (por ejemplo, 
cálculo de determinantes con elementos numéricos, la solución de sise 
temas de ecuaciones lineales con elementos numéricos, otc.); en se- 
gundo lugar, ofrecer problemas quo contribuyan a la asimilación do 
las nociones fundamentales y de relaciones mutuas (relación de las 
propiedades do las matrices con la de las formas cuadrátlicas, por una 
parte y, por otra, de las aplicaciones lineales); en tercer Jugar, plan- 
Lear problemas que complementen los cursos teóricos, contribuyendo 
а la ampliación de los conocimientos matemáticos (propiedades del 
determinante antisimótrico, propiedades de Jas matrices asociadas 
etc.). Algunos capítulos comienzan con introducciones teóricas que 
contienen breves recomendaciones acerca do la terminología y las de- 
signaciones para aquellos casos en que los manuales las interpretan de 
un modo distinto. Para algunos problemas se dan soluciones O roco- 
mondaciones que, como regla, contienen una idea o bien un método de 
resolución рага que los propios estudiantes la desarrollen. Para los 
problemas más complicados so ofrece un breve plan de resolución. 
Esto libro está destinado a los estudiantes de univorsidades e institu- 
tos técnicos do enseñanza superior. 


